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“Twice two equals four: 'tis true,
But too empty, too trite.
What | look for is a clue

To some matters not so light”

W. Busch, 1909
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CAPITULO 1
M ODELOS LINEARES SIMPLES

“We must be careful not to confuse data with the
abstractions we use to analyze them”

William James (1842-1910)

1.1 Relacéao entre Duas Variaveis

A questao de interesse envolve a relacdo entre duas ou mais variaveis quantitativas.

Estamos sempre interessados em que?

"descri¢coes”
"explicacdes"
"predicdes”

“controle”
Que formas de relacéo sdo aceitas na nossa area de pesquisa?

Relagdo Funcional: € uma relagdo matemética.

e Area do Circulo =t x [raio]?

e Salario de Trabalhador temporério = = Custo por hofdumero de Horas
Trabalhadas

e Energia = massa |velocidade da Iuz
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MODELOSLINEARES SIMPLES 1.2. ESTRUTURA GERAL

Relacgéo Estatistica: € uma relagioéstocéastica

e Peso do peixe #(comprimento do peixe
e Altura da arvore =f(didmetro da &rvore
e \olume de Run-off =f(Molume de dgua na chuya

A relagéo estatistica:

e Nao é “perfeita”.

e E “variavel” ao redor de uma “relacdo média” (relacdo funcional).

1.2 Estrutura Geral dos Modelos Lineares Simples

Trataremos de uma classe de modelos estatisticos que chamanbadddd’Linear
Simples.

Os modelos lineares simples tém algumas caracteristicas importantes:

1. Avariavel respostd Y = “dependent variable”) varia de acordo comaaiavel
preditora(X = “independent variable”) dmodo sistematico

—> FUNCAO DE REGRESSAO

2. Existe um efeito estocastico que causa waraacao ou dispersdodas observacdes
ao redor da porc¢ao sistematica da modelo.
—> ERROALEATORIO (¢)
O que gera essefeito estocasticd

3. Arelacao entre variavel respostd)( variavel preditoraX) e erro aleatorios) €
sempreaditiva.
—> MODELO LINEAR NOS PARAMETROS
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Figura 1.1: Relac&o entre DAP (diametro a altura do peito) e altura total de arvdtes de
calyptus salignaFloresta com idade desconhecida que sofreu varias colheitas sem manejo

adequado, regiao de Itatinga, SP.

1.2.1 Estrutura Formal dos Modelos Lineares Simples

Utilizaremos com freqiiéncia definicbes formais dos modelos nesse curso, pois as
caracteristicas dos modelos lineraes e as distingdo entre os modelos sdo mais claramente
compreendidas através da defini¢do formal.

No caso da estrutura geral dos modelos lineares a definicao é:
1. Arelagdo de aditividade € definida pela expressaetda
Y = ﬁo + ﬁlX +¢€

— Y é avariavel resposta que se assume cean@vel estocasticeou variavel
aleatoria;

1-3



MODELOSLINEARES SIMPLES 1.2. ESTRUTURA GERAL

—> X € avariavel preditora que se assume coaugavel matematicg
— ¢ é 0 erro aleatdrio, sendo, portanto, também warével aleatoria;

= [, e [, sdoconstantes matematicasgeralmente chamadas de parametros ou
coeficientes de regressao.

Essa expressao implica que a variavel aleatéréauma funcao linear da variavel
aleatoriee.

2. Para cada nivel d¥, Y segue umalistribuicao estatisticg pois € uma variavel
aleatéria.
Ainda mais formalmentecondicionala X = z, Y segue uma distribuicdo
estatistica.

3. Osvalores esperadoslessas distribuicbes variam sistematicamente £om

CONCEITOSBASICOS DEESTATISTICA

Para entendermos a definicdo acima é necessaria que estejam claros alguns
conceitos béasicos de estatistica:
e variavel matematica versus variavel aleatoria;
e variavel aleatoria e distribuicao estatistica;
e transofrmacéo linear de variavel aleatoria;
¢ valor esperado de variavel aleatéria.
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Dilstribui(;éo de Y|X=x

Funcao de Regressao

Y

Figura 1.2: Esquema da definicdo formal dos modelos lineares simples. Note que a posicéo
dos eixosX eY esta invertida para enfatizar o aspectddser uma variavel aleatoria.

1.2.2 Implica¢cdes da Estrutura dos Modelos Lineares Simples

A definicdo formal da estrtura geral dos modelos lineares simples deixa clara algumas
implicacdes desses modelos.

O fato desses modelos serem representados geometricamente por uma reta tem algumas
implicagbes matematicas:

1. Implica que os modelos s#ineares nos parametrosi.e., a alteracdo de um
coeficiente de regressao nao afeta o outro.

Y [0 = 1
Y = ﬂg + ﬁlX + € =
OY /0B = X

Quando a alteragdo num coeficiente afeta outros coeficientes de um modelo,
dissemos que o modelan@o-linear.
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MODELOSLINEARES SIMPLES 1.2. ESTRUTURA GERAL

Os modelos mateméaticos com fundamentacao tedrica na narea de recursos naturais
sdo, em geral, ndo-lineraes.

e Modelo de Poténciaelacdo entre varidveis biométricas de organismos
individuais como, por exemplo, massa e volume:

Y:ﬁoXﬁl‘i‘E

e Modelo Chapman-Richardselacao entre tamanho e idade, tanto para
organismos (arvores), como para populacoes (florestas):

Y = By [1 — exp(Bux™)]* +¢

2. Implica que os modelos sé@ineares na variavel preditora, i.e., séanodelos de
primeira ordem

oYy 5

)

0X

Os modelos polinomiais sao lineares nos parametros, mas nao sao lineares na
variavel preditora:

Y=fo+BX+e =

oY
Segunda Ordem: Y =Gy + 51X + 3. X’ 4+¢ = 3% = B1 + 206, X

TerceiraOrdem: Y =Gy + i X + 5o X2+ X3+ =

oY
X =01+ 28, X + 353)(2

3. Os coeficientes de regressao tém interpretacdo matematica e teérica clara:

e (3, é ointercepto da reta, i.e., 0 ponto em que a reta cruza o eixo das
ordenadasy().
Pode ter interpretacdo tedrica ou néo.

e 3, € ocoeficiente de inclinacéala reta.
Ele significa que uma alteracdo unitaria @mresultard numa alteracao de
emyY.

O componente aleatério desses modelos gera implicacdes estatisticas, da qual a principal
é:
Relacdo entreY ecs: a distribuicdo da variavel resposta e do erro aleatorio € a mesma,
para em cada nivel de varidvel predito’a € x),
Y| X=2) = [o+ iz+e
Y| X=2) = k+e
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MODELOSLINEARES SIMPLES 1.3. MLEA

1.3 O Modelo Linear Simples de Erros Aleatérios
(MLEA)

Uma vez que a estrutura geral dos modelos lineares simples foi apresentada, podemos
apresentar uma série de modelos de modo a explorar progressivamente a estrutura, ajuste e
aplicacdo dos modelos lineares.

1.3.1 Estrutura do MLEA

A definicdo formal do MLEA é:

Na populagédo: Y =06+ 45X +¢
Na amostra: y; = 0y + biz; + &5

onde

i - indice das obseravacdes numa amostra de tamanhe 1,2,.... n;
y; - valores observados da variavel resposta yariavel aleatoria);
x; - valores observados da variavel preditaka-(variavel matematica);
0y € 31 - coeficientes de regressao (constantes) a serem estimados;

e, - erro aleatério (variavel aleatéria) associad&*82observacgéo, do qual
assumiremos (inicialmente) apenas uma propriedade;| X = z;} = 0.

Como essa definicdo formal sera repetida muitas vézes (com acréscimos), utilizaremos
uma notacdo mais sintética para apresenta-la:

(1.1) MLEA: Y =060+ 5 X +¢, onde E{¢|X =z} =0.

1.3.2 Pressuposicao

O MLEA temuma Unica pressuposicaoque, para cada nivel da variavel preditora
(X = x), o valor esperado do erro aleatorio € zero (média zero para o erro aleatorio):

E{e|X =2} =0.
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Essa pressuposicéo define exatamente onde passa a funcao de regresséo (reta de
regressao).

Observando os valores esperados pasn cada nivel d& vemos que:
= [o+ Prr;

O MLEA assume que as médias da variavel resposta em cada nivel da variavel preditora
estdo alinhadas sobre a reta de regressao.

Y

E(YX=X}= B, + B, x,

X1 X2 X3 X

Figura 1.3: Grafico demonstrando onde passa a reta de regressdo do MLEA como decor-
réncia da pressuposi¢c&o{s| X =z} = 0.

1.3.3 Métodos de Ajuste

Valores dej, e 31, sendo parametros populacionais, serdo sempre desconhecidos.
A partir de uma amostra podemestima-los

Quais critérios podemos utilizar para estimar os coeficientes de regresséo?
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e Algum conceito deptimizacdodeve ser utilizado para ajustar a linha de regresséo
aos dados.

e Podemos definirgerda”’ de diversas formas:
> [desvio$?
>-[desvios absolutds
[desvio absoluto maximo]

e O METODO DOSQUADRADOS MiNIMOS define3”[desvio$? como o critério para
estimars, e ;.

o A utilizagdo de>"[desvio$® como afungdo de perdando é téo arbitraria como
parece.

— As estimativas obtidas por este critério tém propriedades estatisticas
desejaveis.
— O método faz uma poderacdo de modo a dar maior énfase aos grandes desvios.

A perda é maior para um grande desvio do que para uma série de pequenos
desvios.

1.3.4 Estimadores de Quadrados Minimos (EQM)
Para uma amostra de observacdes pareagdas), i = 1,2, ..., n, podemos definir os
desvios como
€; = yi — (bo +b1w;) = yi — by — by,
ondeb, e b, sdo as estimativas dg e 5, respectivamente, que pretendemos encontrar.

O Método de Quadrados Minimos minimiza, portanto, a funcéo

n

= Z (Z/z —bo — bl$i)2

i=1

@ € uma funcdo quadratica com relacéo as estimativas dos coeficientes de reggessao (
b), assim podemos encontrar 0 sgéximo ou minimo através das derivadas parciais:

aQ n n

- = Z 2 — b() — bll’z =-2 Z — b() — blxz)
9bo i=1 =1

aﬁ = 22 —bo—blxl :—2Z£UZ z_bO_bll'i)
abl =1
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Igualando as derivadas parciaigexo e solucionado o sistema de equagdes resultante
encontramos as estimativas:

=23 (yi — bo — bizy) =0
—QZZEZ (yz — b[) — blxz) = O
I
> (?/z — by — 51%‘) =0
Y (y; —bo — biz;)) =0
N8
> yi —nbg — by X w; =0
Sy —boyx;—bi Y xi =0
N2

EQUACOESNORMAIS

(1.2) Yy =nby +01 3" 7

A soluacao do Sistema de Equacdes Normais resulta em:

y o = I S - T) (5 —F) Sk

(1.4) by = ;(Zyi—blzwi) =5 —bT

(1.3)

onde;:

Sz, € chamada d8oma de Produtos deX por Y

S, € chamada d8oma de Quadrados deX.
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1.3.5 Propriedades dos EQM

CONCEITOSBASICOS DEESTATISTICA

Para prosseguirmos necessitamos rever um conceito basico de estatistica:

e propriedade de estimadores estatisticos: estimador néo viciado.

EQM sao fungdes linearesdos valores observados e
Prova:

S e [ e DI k) R < A
L D E e

by = J—WT =) y/n—Y kyT=> [1/n—Tk]y
= Z[l—ggz:i;]%:zk?yi

n
EQM séo estimadores néo viciadoglos coeficientes de regresséao:
E{bo}:ﬁo e E{bl}zﬁl
Prova:
_ (z; — ) ,
Efb} - E{z [zm . W] yz}
/> (@i = 7)) Y [ — 7)) E{w:}
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E{b} = E{y—b7)

_ E{i%/n}—xﬁl
= (1/n)E {i(ﬁoﬁLﬁm} bz

— ()3 (E{Bo+ Bux)) — BT

=1

= (1/n) (nﬁo + 5 i%) — BT
i=1

= [o+ 5T — BT

= fo

1.3.6 Propriedades do Modelo Ajustado

Inicialmente devemos definir alguns termos novos:

Valor Observado: é o valor da variavel resposta para uma dada obervagao:

Valor Ajustado: € o valor que o modelo ajustado retorna para um dado nivel da variavel
preditora:
Ui = bo + by

Residuo: é a diferenca do valor observado e o valor ajustagsga ordeny:

e = Yi—Ui = Yi—by—bux;

NOTA IMPORTANTE:

E importante fazer distingdo entreesiduo(e;) e oerro aleatorio (s;).

O residuo se refersempreao modelo ajustado aplicado a sua amostra de
ajuste.

O erro aleatdrio se refere ao modelo no &mbito da populacao:

Y=0+040X+e = EZY—(ﬁo—I-ﬁlX) = €:Y—E{Y}

Vejamos agora as propriedades do modelos ajustado pelo método dos quadrados minimos:
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1. O valor ajustado € um estimador nao-viciado do valor esperado para variavel
resposta:

E{v:} = E{bo+bix}
Bo + Bix;

2. A soma dos residuos € nula (igual a zero).
=0

N&o leve a sérios softwares de regressao que apresentem a soma dos residuos como
critério de qualidade de ajuste de um modelo linear.

3. A soma dos residuos ao quadrado € minima.
Os estimadore, e b; foram encontrados de modo a minimizar:

Q= Z(Z/z —bo — bliUz‘)Q = Ze?-
4. A soma dos valores ajustados € igual a soma dos valores observados na amostra:
Z Ui = Z Yi-
5. Os residuos sédndependentesdos valores da variavel preditora:
Z e; r; = 0.
6. Os residuos sdndependentesdos valores ajustados:
Z e; ¥ = 0.
7. A funcéo de regresséo ajusaganpre passa pelo pontdy, 7):

b():y—bll’ = y:bo‘i‘blf
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FORMA ALTERNATIVA DO MODELO LINEAR SIMPLES

Essa propriedade nos permite definir um versao alternativa para
apresentacao do MLEA:

~

Ui = bo+bix;
bo + biz; + (blf — blf)
= (bo + b1T> -+ bl (LUZ — f)

(1.5) Ui =9+bi(z;, — )

Note que essa forma alternativa também pode ser aplicada a versao
populacional do modelo:

(1.6) E{Y|X =2} = E{Y}+ Bi(z —7)

A versao alternativa deixa claro que
T; =17 = Z//\Z =Y,

portanto, a fun¢éo de regressao ajustada sempre passara pel@jponto

1.3.7 Exemplo de Aplicacdo: Relacao altura-DAP er&.saligna

Como exemplo de aplicacéo utilizaremos dados de altura total (variavel resposta) e DAP
(variavel preditora) de 36 arvores Hesaligna(tabela 1.1).

O objetivo é obter um modelo que permita saber a altura total das arvores com base
apenas na medida do DAP (relag&o hipsométrica).

Estimativas de Quadrados Minimos

e Valores de somas de quadrados e produtos:

Spz = 944.72 Syy = 725.6075 Say = 641.25
e EQM:
725.6075
by = oL 0.6787725
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Tabela 1.1: Dados de altura total (variavel resposta) e DAP (variavel preditora) de 36 ar-
vores dekE. saligna

ARVORE  ALTURA DAP Y2 x? Tils
TOTAL (y:) ()

1 215 199 46225 396.01 427.85
2 15.7 124 246.49 153.76 194.68
3 11.7 16,5 136.89 27225 193.05
4 7.7 9.0 59.29 81.00 69.30
5 6.6 7.0 43.56 49.00 46.20
6 8.8 10.5 77.44  110.25 92.40
7 12.9 13.0 16641 169.00 167.70
8 20.0 20.0 400.00 400.00 400.00
9 11.6 7.0 13456 49.00 81.20
10 6.4 6.3 40.96 39.69 40.32
11 18.2 155 331.24 240.25 282.10
12 11.0 8.5 121.00 72.25 93.50
13 11.3 7.0 127.69 49.00 79.10
14 15.7 125 246.49 156.25 196.25
15 10.5 10.4 110.25 108.16  109.20
16 7.5 6.0 56.25 36.00 45.00
17 14.2 12.3 201.64 15129 174.66
18 11.4 10.0 129.96 100.00 114.00
19 11.3 59 127.69 34.81 66.67
20 114 20.0 129.96 400.00 228.00
21 6.7 7.0 44.89 49.00 46.90
22 14.9 153 22201 234.09 227.97
23 8.1 6.0 65.61 36.00 48.60
24 14.0 8.6 196.00 73.96  120.40
25 11.0 125 121.00 156.25 137.50
26 25.5 220 650.25 484.00 561.00
27 12.6 9.4 158.76 88.36 118.44
28 20.4 170 416.16 289.00 346.80
29 17.3 16.0 299.29 256.00 276.80
30 17.2 12.0 29584 144.00 206.40
31 16.2 17.0 262.44  289.00 275.40
32 11.8 13.7 139.24 187.69 161.66
33 16.8 23.0 28224 529.00 386.40
34 15.6 22.0 243.36 484.00 343.20
35 18.6 19.0 34596 361.00 353.40
36 14.2 154 201.64 237.16 218.68
TOTAL 486.30 465.60 7294.71 6966.48 6930.73
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486.30
< = 13.50833 — [0.6787725]12.93333

by = (222 —[0.6787725
0 36 ) [ ](
by = 4.729542

465.60)

Verificando as Propriedades do Modelo Ajustado

e Valores ajustados:

ARVORE (i) ALTURA (y;) DAP (z;) VAL. AJUSTADOS(%;) RESIDUOS(¢e;)

1 215 19.9 18.237115 3.2628846

2 15.7 12.4 13.146321 2.5536787

3 11.7 16.5 15.929289 -4.2292887

4 7.7 9.0 10.838495 -3.1384947

5 6.6 7.0 9.480950 -2.8809496

6 8.8 10.5 11.856653 -3.0566535

7 12.9 13.0 13.553585 -0.6535848

8 20.0 20.0 18.304993 1.6950073

9 11.6 7.0 9.480950 2.1190504
10 6.4 6.3 9.005809 -2.6058088
11 18.2 15.5 15.250516 2.9494838
12 11.0 8.5 10.499108 0.5008916
13 11.3 7.0 9.480950 1.8190504
14 15.7 12.5 13.214199 2.4858014
15 10.5 10.4 11.788776 -1.2887762
16 7.5 6.0 8.802177 -1.3021770
17 14.2 12.3 13.078444 1.1215559
18 11.4 10.0 11.517267 -0.1172672
19 11.3 5.9 8.734300 2.5657002
20 11.4 20.0 18.304993 -6.9049927
21 6.7 7.0 9.480950 -2.7809496
22 14.9 15.3 15.114762 -0.2147617
23 8.1 6.0 8.802177 -0.7021770
24 14.0 8.6 10.566986 3.4330144
25 11.0 12.5 13.214199 -2.2141986
26 25.5 22.0 19.662538 5.8374622
27 12.6 9.4 11.110004 1.4899963
28 20.4 17.0 16.268675 4.1313250
29 17.3 16.0 15.589902 1.7100975
30 17.2 12.0 12.874812 4.3251877
31 16.2 17.0 16.268675 -0.0686750
32 11.8 13.7 14.028726 -2.2287256
33 16.8 23.0 20.341310 -3.5413103
34 15.6 22.0 19.662538 -4.0625378
35 18.6 19.0 17.626220 0.9737799
36 14.2 15.4 15.182639 -0.9826390

TOTAL 486.3000 — 486.3000 —5.412337 x 10~15

— Note a validade das propriedades; =0e> y; = > ;.
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— E Ainda possivel verificar que:
Seiz; = —1.043610 x 107 e Y e;5; = —1.909584 x 10714,

— Mas é interessante verificar gbiee;y; = 290.3446 # 0.

¢ Algumas das propriedades do MLEA podem ser melhor visualizadas graficamente:
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1.3.8 Cuidados na Aplicacao dos Modelos Lineares

e O fato da funcao de regresséao representar uma variacao sistematiendéincao
de X nado implica necessariament@auma relacédo de causa e efeito.

Qual a relacao causal entre altura e diametro em arvores?

e Frequentemente a relacédo tedrica (bioldgica) entre as variaveis é ndo-linear, mas o
modelo linear pode ser unia aproximacao dentro da amplitude de interesse
O escopo do modelo depende de amlzasplitude dos dadosescolha da forma do
modelo

¢ Interpolacédo versusExtrapolacao.

Todas as propriedades estatisticas ligadas aos valores ajustados pelo modelo
assumem que o modelo é utilizadentro da amplitude original dos dados, i.e., 0
modelo é usado paiaterpolar .

Exemplos:

— O valor ajustado pard = 0 pode néo ser possivel, pois é impossivel
observa-lo.

— No exemplo de altura-DAP dg. saligna alguém poderiagfradamente)
tentar encontrar o valor ajustado para DAP =40

Esse valor ajustado é realista?

40 4
¥ =
30 ’
g
S o
©
520 R
< o % .77 o
o
e} g% ©
o _.-0O
10 4 O©‘.O’Oo/ 0© ©O [}
g o°
o0
04
T T T T T T
0 10 20 30 40 50
DAP (cm)
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1.3.9 Exercicios

1.3-1. Analise os modelos abaixo e responda se eles sdo modelos lineares de primeira
ordem e se o0 MLEA pode ser aplicado no ajuste deles.
@)Y =fGy+ 5hX®+¢;
(b) Y = 5o + B1log(X) +¢;
(©) (1/Y) = By + Bilog(X) +¢;

1.3-2. Faca uma interpretacao tedérica dos coeficientes de regressao dos modelos abaixo:

(a) [Altura] = 5, + 51 [DAP] + ¢ (para arvores);

(b) [Vaz&o]= 3, + (3, [Precipitacdol+ ¢ (numa bacia hidrografica);
(c) [Numero de ovas¥ [y + 31 [ComprimentoH+ ¢ (peixe esturjao);
(d) [Producéol= 3, + 3, [Idade]+ ¢ (para uma floresta plantada);

1.3-3. O MLEA assume gque a variavel preditora € uma variavel matematica.

Que atitude pratica pode ser tomada paaénizal essa pressuposicao no caso da
variavel preditora ser aleatoria?

Exemplos: DAP, precipitagcdo, comprimento do peixe, etc.

1.3-4. Que argumentos tedricos podem ser levantados para afirmar que a pressuposi¢cao
fundamental do MLEAE {¢| X = z} = 0) é realista?

1.3-5. Demostre as seguintes propriedades do modelo ajustado:

(@ > e; =0;
(b) > v =Xy
(c) Yew; =0;
(d) X ey = 0.

1.3-6. Atabela abaixo apresenta dados de comprimento de peixes esturjoeg &m,
producao de ovas (milhareg).
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i €Ly Yi TiYi yz'z 9612
1 105 45 4725 2025 11025
2 113 63 7119 3969 12769
3 125 86 10750 7396 15625
4 137 118 16166 13924 18769
5 141 112 15792 12544 19881
6 153 169 25857 28561 23409
7 165 201 33165 40401 27225
8 177 237 41949 56169 31329
9 188 263 49444 69169 35344
10 198 268 53064 71824 39204

>, 1502 1562 258031 305982 234580

(a) Ajuste o MLEA aos dados.
(b) Verifigue empiricamente, por célculos e gréficos, as propriedades do MLEA.

1.3-7. No exemplo do esturjao, utilize o modelo ajustado.

(a) Encontrar os valores ajustados para os comprimentos: 50, 100, 150, 200,
250 cm;

(b) Comente ofealismd dos valores ajustados encontrados.
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1.4 O Modelo Linear Simples de Erros Aleatérios
Homocedasticos e Independentes (MLEAHI)

O segundo modelo linear simples que veremos, acrescenta duas pressuposi¢cdes novas ao
MLEA. Além dos erros serem aleatérios com valor esperado nulo para cada nivel da
variavel preditoraft {¢| X = z} = 0), assumiremos também

1. Os erros sdo homocedasticos, i.e., tém variancia homogénea. A variancia dos erros
€ constante para todos os niveis da variavel preditora. Utilizaremos a seguinte
notagdo matematica:

Var{e|X =z} = Var{e} = o*

2. Os erros sé@o independentes, i.e., a correlacdo entre dois erros € sempre nula:

COV{c‘:i, Ej} =0

1.4.1 Estrutura e Pressuposi¢cdes do MLEAHI

A definicdo formal do MLEAHI (na notacéo sintética) é

2.7) MLEAHI: Y =060+ 1 X + ¢,
onde:
X — variavel ndo estocastica
E{e|X =2} = 0
Var{e} = o%

COV{&TZ‘, €j} = 0.

CONCEITOSBASICOS DEESTATISTICA

Para prosseguirmos necessitamos rever alguns conceitos basicos de estatistica:

e variancia de uma variavel aleatéria;
e covariancia de duas variaveis aleatorias.
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CONSIDERACOES SOBRE AS PRESSUPOSICOES

Variavel preditora ndo estocastica: valem as consideracdes ja apresentadas para o
MLEA.

Valor esperado nulo para o erro E{¢|X =z} = 0): valem as consideragfes e
deducdes ja apresentadas para o MLEA.

Homocedasticidade: podemos considerar a pressuposi¢ao dos erros homocedasticos por
dois aspectos:

e Se considerarmos o termo do erro como sendo gerado por erros aleatorios de
mensuracédo, assumir homocedasticidade implica em assumir que a dispersao
dos erros de mensuracdo € a mesma, nao variando com a magnitude do que se
mede, i.e, com o valor da variavel preditora ou da variavel resposta.

Em processos de mensuracéo, a homocedasticidade € uma propriedade muito
desejavel e na maioria dos processos controlados ela deve ocorrer.

e Se considerarmos o termo do erro como resultando a disperséo da variavel
resposta ao redor de seu valor esperado para cada nivel da variavel preditora
(Y|X = z é variavel estocasitca), entdo a questao se torna mais problematicas.

Em geral, as variaveis que medimos na natureza posdisp@rsao
proporcional, i.e., a magnitude da dispersao é proporcional ao valor da
variavel.

Por exemplo: € comum que a dispersao do volume de arvores em florestas
plantadas fique ao redor de 15%.

Veremos, mais adiante, como tratar os casos em que a homocedasticidade nao pode
ser assumida.

Independéncia: A pressuposi¢do da independéncia € fundamental na maioria dos
modelos estatisticos. Podemos considerar que:

e Se assumirmos que as observagdes de campo séo realizadas de modo
independente, essa pressuposicao € bastante razoavel.

e A aleatorizacdo realizada na amostragem e na instalacdo de experimento é um
procedimento que visa garantir essa independéncia.

e Entretanto, numa série de situacdes a independéncia pode ficar comprometida
devido a influéncias de dependéncias temporais e espaciais.
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1.4.2 Estimadores de Quadrados Minimos e suas Propriedades

Os EQM sé&o os mesmos do MLEA (equagbes 1.3 e 1.4), que podem ser resumidamente
apresentadas como

(i —T) (Wi —Y)  Suy

bl - Z(xz - T)Z B S:r:p

Os EQM tém as seguintes propriedades no MLEAHI:
1. EQM sao fungdes lineares dos valores observadds @om foi visto no MLEA:
by = 2 ifxf%)g Yi = Z kiyi
bo= 3 {}l - f((ﬁi_?)z] yi => kiy;

2. EQM sao estimadores néo viciados dos coeficientes de regressao. Com foi visto no
MLEA:

E{b} =05 e E{bi} =0

3. As variancias dos EQM séo proporcionais a variancia do efo (

9 1
(1.8) Var{b,} = am

|1 T2
(1.9) Var{by} = o [n+z(mi_x)21

Vejamos a variancia do estimador da inclinaga: (
Var{b;} = Var{d ky} => kVar{y:} +>_ kik;Co{y;,y;}.
Note que
CoWy,,y;} = CoV{ By + Bz + €4, Bo + Prz; + €} = CoAe;, ;1 = 0.

Ou seja, independéncia dos erros implica em independéncia das observacdes da
variavel resposta.

\oltando a variancia d&;:
Var{bi} = > kiVar{y;} = k’Var{e;} =Y ko> =0>> K}

Var{b;} = o°
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A variancia do estimador do interceptg)
Var{by} = Var{d kjy;} => ki*Var{y:} + > kik;CoV{y; y;}.
Novamente temos que
CoYy;,y;} = CoV{e;,e;} =0 e  Var{y} = Var{e;} = o°,

portanto,

>(r; —7)?
2 1 2%(xi—7) | T2, —7)
Z [nQ Y —7)? * > (x; — x)Q]Q]

= aQ[H— 27 Z(xi—T)—i-'T—

Var{by} = > k*Var{y;}=>_ [711 - W] 2 o
)

n?  ¥(r —7T) (i —7)?]
Var{bo} = o i‘i‘w}

Comentario: as variancias dos EQM dos coeficientes de regressao inversamente
proporcionais a soma de quadrados da variavel predifofa; (— 7)?), logo:

e 0 aumento do tamanho da amostrgn) tem um efeito indireto (via soma de
guadrados d&) reduzindo a variancia dos estimadores, mas no caso do
intercepto {) tera efeito direto também;

e 0 aumento da amplitude de amostragenizmax — rmin) tem um efeito
indireto (via soma de quadrados 4@ reduzindo a variancia dos estimadores.
O efeito do aumento da amplitude de amostragem podergaitivamenté

captado olhando-se o grafico de dispersao da variavel resposta pela variavel
preditora:

Questao: Quais as implicagdes disso no planejamento de um experimento ou
estudo baseado em amostragem?
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30

0 5 10 15 20 25 30
X

Figura 1.4: Grafico exemplificando a amplitude de amostragem da variavel preditora (
no ajuste da reta de regresséao.

4. Os EQMnéo sédo independentes
Prova: lembrando que as observacdes da variavel resposta sdo independentes
(Coyi,y;} = Coe;, e} = 0), temos:
COV{bo, bl} = COV{Z k’jyz, Z l{fzyl}
= > kikVar{y;}

_ 22( Zi 53 ) <z<<)>)
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—o?7T

C:()V{b(]7 bl} = m

Comentario: € importante notar que:

e A covariancia entre os EQM também é inversamente proporcional soma de
guadrados da variavel preditora, sendo reduzida a medida que se aumenta a
amplitude de amostragem da variavel preditora.

e A covariancia entre os EQMmegativa ou seja, para um dado problema,
aumento no valor dg implicam em reducéo no valor dg, e vice-versa.

30
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20

> 15 -
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X

Figura 1.5: Grafico mostrando o efeito da covariancia entre os EQM sobre a reta de re-
gressao.

e Na versédo alternativa do modelo linear simples:

Ui =7+ bi(z; — @)
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h& independéncia entre coeficientely ey:

1 1
Cov{y,bi} = Cow{)_ —Yis DS Eki Var{y;}

2

2 T o
Znsz—x) nZ(x—xQZ

5. Estimadores de Variancia Minimégorema de Gausk Dentre todos estimadores
lineares nédo-viciados, os EQM (no modelo MLEAHI) sao estimadores de variancia
minima.

b.l.u.e.- “best linear unbiased estimatcts

CONCEITOSBASICOS DEESTATISTICA

Para prosseguirmos necessitamos rever um conceito basico de estatistica:

e propriedade de estimadores estatisticos: estimador de variancia
minima.

Comentério:

e O Teorema de Gaus® apresentado frequentemente nos livros texto de
regressao com o nome de Gauss-Markov.

e Esse teorema provageneralidadee robustezdos estimadores de quadrados
minimos.

1.4.3 Propriedades do Modelo Ajustado
Os valores ajustados sdo combinacdes lineares dos valores observados
Podemos acrescentar mais essa propriedade (oitava) aquelas ja demonstradas para o0s

modelos lineares simples ajustados por quadrados minimos (modelo MLEA).

Prova: partindo da verséo alternativa do modelo linear simples:

~

Ui = Y+b(r,—7)

e Ak I
= ;n%+( i )ZZ )23/3

j j(l’] xr
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_ 1 (w—7)(z; —2)|
= 2t Sm e Y

Ui = > kijy;
J

Variancia dos valores ajustados:

Novamente partindo da verséo alternativa do modelo linear simples:

Var(zi} = Var{y+bi(e; —7)}
= Var{y} + (z; — 7)*Var{b,} + (z; — T)CoV{7, b, }

2

1

= 24 (z; — T)*0?
n

Yz —T)?
S L €t
(1.10) Var{y,} = o - + S — 1)

Comentario: note que a variancia dos valores ajustados é diretamente proporcional ao
quadrado da distancia o nivel da variavel preditora e do valor médio dessa variavel.

Quando o nivel da variavel preditora considerado é o valor médio temos:

0.2

Var{gjﬂxi = f} = —
n
gue é o valor minimo da variancia dos valores esperados, sendo igual a variancia da média
para variavel resposta.

Assim, & medida que nos afastamos da regido central dos @adosa variancia dos
valores esperados aumenta.
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Figura 1.6: Gréfico exemplificando a variacdo na variancia do valor ajustado em funcéao da
distancia do ponto centrél, 7). As linhas acima e abaixo da reta de regresséo represen-
tam o valor esperado mais ou menos, respectivamente, duas vézes o erro padrao do valor

ajustado (/Var{y;}).

1.4.4 Estimador da Variancia do Erro

Listemos as formulas de variancia e covariancia encontradas até agora no MLEAHI:

Var{b,}
Var{by}
COV{ bo, b1 }

Var{y;}
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Em todas as férmulas o Unico parametro é a variancia do gard {;|x = z;} = ¢?),
para o qual devemos encontrar um estimador de modo que as variancias acima possam ser
efetivamente estimadas.

Uma vez que os residuas)sdo os representantes dos eregsquando ajustamos o
modelo a um conjunto de dados, a soma de quadrados do residuos pode ser um bom
estimador da variancia do erre?).

E{SQR} = E{Q}=E{X e} =E{>(si—0)}
= Y E{y —2u5: + 77}
= Z [E{yf} —2E{yy;} + E{@QH
Nesse ponto, necessitamos de uma das propriedades da variancia e covariancia de
variaveis aleatorias:
var{z} = E{72’} - [E{Z}]" = E{2’}=Vvar{zZ}+[E{Z}]".
Cov{Z, W} =E{ZW}-E{ZYE{W} =  E{ZW}=CoV{Z, W} +E{Z}E{W}

Voltando ao valor esperado da soma de quadrados do residuo

E{SQR} = Y |Var{yi} + (E{u:})* — 2(CoV{y;, i} + E{yi} E{5i}) + Var{zi} + (E{5:})’]
= X [Var{y} + (EY})’ —2Var{s,} —2E{Y} E{Y} + Var{si} + (E{Y})’]
= Y [Var{y:} — Var{y:}]

o)
B
E{SQR} = o*(n—2)

Portanto, a soma de quadrados do residuo pode compor um estimador ndo-viciado para a
variancia do erro. Esse estimador € chamado de Quadrado Médio do Régidut):(

SQR _ 26% . Z(yi - gi)Q _ Z(yi — by — b1$i)2

(1.11) o2 =QMR=

n—2 n—2 n—2 n—2

O QM R é composto dividindo-se &) R pelosgraus de liberdadg.e., o nUmero de
observacdesi) menos o numero de coeficientes de regresdaestimados pelos
guadrados minimos.

A SQR pode ser obtida por dois caminhos:
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1. Diretamente, a partir dos proprios residuos:
(1.12) SQR =) ¢l =3 (vi— )"

2. Indiretamente, através das somas de quadrados e soma de produtos:
(113)  SQR =Sy —biSey =3 (i = )" — b1 X (z: = 7)(y: = )

Nesse segundo caso, € necessario manter o valgramen um grande numero de
algarismos para que erros de aproximagdo ndo comprometam o calddpia

1.4.5 Desigualdade de Gauss

Para realizarmos inferéncias a partir de um modelo estatistico é necessario que se assuma
explicitamente uma distribuicéo estatistica ligada ao modelo.

Gauss, trabalhando com erros de mensuracfes astrondmicas no século XIX, estabeleceu
uma desigualdade que é muito Gtil para inferéncias aproximadas que podem ser aplicadas
ao MLEAHI.

DESIGUALDADE DE GAUSS

Para qualquer variavel aleatéria contirfyacom desvio padrae e cuja
densidade é simétrica em relacdo a sua modeplica-se a desigualdade:

1-)2/V3 (A<2/V3)

(1.14) ZWZ—MEA®§{4N%% IS

Por exemplo se tomarmos= 2 teremos:
P(|Z — u| > 20) <0.1111

ou seja, para a variavel aleatoffeexiste uma probabilidade aw maximo 11% de que
uma observagdo assuma valores que se distanciem 2 desvios Radmd® ihoda.

De modo reverso, ha uma probabilidadendeaminimo 89% de que os valores dé
figuem na faixa de mais ou menos 2 desvios padrao ao redor da moda.

A desigualdade de Gauss permite a construcdatdevalos de Confianca Aproximados
para qualquer variavel aleatdria que satisfaca a duas condicdes:
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1. seja variavel continua; e

2. tenha funcéo de densidade simétrica em relagdo a moda.

1.4.6 Inferéncia sobre os Coeficientes de Regresséo

Utilizando a Desigualdade de Gauss e o0 estimador da variancia do erro podemos construir
intervalos de confianca aproximados para os coeficientes de regressao.

Intercepto: a variancia da estimativa do intercephg) €:
1 72
Var{by} =o* |- + ———
a qual pode ser estimada por

Varibt — OMR| L4 T
ar{b} = Q g‘f‘z(%_f)z .

Portanto, dntervalo de Confianca Aproximado de 89% €& 90%) pode ser
construido por

1 T2
bOiQ\lQMR Lﬁwl .

Inclinagdo: a varidncia da estimativa do inclinac&g)(é:

2

o
Val‘{bl} = Z(I‘l — f)2 ,
a qual pode ser estimada por
— QMR
Vi =
ar{b, } S (1; — )2

Portanto, dntervalo de Confianca Aproximado de 89% & 90%) pode ser
construido por

N =
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Interpretacdo dos Intervalos de Confianga Aproximados (ICA)

e Os ICA saocondicionaisaos niveis da variavel preditora, pois as estimativas de
guadrados minimos foram encontradas com base nesses niveis.

¢ O coeficiente de confianca nao é exato, masmsinmimo (intervalo conservador).
e No contexto do MLEAHI, um ICA de 90% deveria ser interpretado como:

Dentre amostras repeditas de tamanhaos mesmos niveis da variavel
preditora X, pelo meno®90% delas resultardo em intervalos que
includem o valor do coeficiente de regresséao.

1.4.7 Inferéncias sobre os Valores Ajustados

Os valores ajustados por um modelo de regressao linear podem ter interpretacées bastante
diversas durante a aplicacdo do modelo.

Estimagéo versus Predicao

E importante diferenciar dois conceitos chaves da aplicacéo de modelos estatisticos:

Estimagdo: processo de encontar valoq@ausiveis para um parametroomo por
exemplo: média, mediana, variancia, desvio padréeficiente de regressje@tc.

Predicdo: processo de encontrar valoggdausiveis para uma variavel aleatéria

Ao ajustarmos um modelo linear simples, 0 que representa o0s valores ajustados que se
alinham ao longo da reta de regresséo?

1. Eles representam a mellestimativa para o valor esperado da variavel respdsta
para cada nivel da variavel preditoXa pois ja foi demonstrado que eles séao
estimadores nado-viciados dela:

E{y:} = E{Y|X =a;}.

2. Se for assumido que a variavel respostad simétrica em relacédo ao seu valor
esperadok {Y|X = z;}), que é também a sua moda, entdo podemos dizer que 0s
valores ajustados séo:

1-33



MODELOSLINEARES SIMPLES 1.4. MLEAHI

a melhorpredicaopara qualquer valor que a variavel repostapode
assumir, para cada nivel da variavel preditoka

Revisitemos o gréafico esquematico dos modelos lineares simples:

Y

E(YX=X}= B, + B, x,

X1 X2 X3 X

Figura 1.7: Grafico esquematico dos modelos lineares simples.

Utilizaremos a seguinte terminologira:

Estimacdo da Resposta Médiay): procedimento de inferéncia relacionadovator
esperadala variavel resposta.

Estimagéo resulta eintervalos de Confianga

Predicdo de Uma Nova Observagaay,): procedimento de inferéncia relacionado a um
valor qualquerda variavel resposta.

Predicao resulta etmtervalos de Predigéo

Estimacdo da Resposta Média

A reposta média é estimada pelo modelo ajustado:

Yi = by + byz;
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com variancia igual a
1 (v; — T)?
Var{j;} =o? | =+ ="~ _|.
{Ui} =0 [n—i_Z(xi—x)Q]

e variancia estimada por

O ICA de 90% é construido como

" U, (wmwp
ylj:QJQMR [n + S —x)Q]'

Predicdo de uma Nova Observacao

A predicdo de uma nova observacdo também parte do modelo ajustado, aplicado a um
novo valor da variavel preditor&( = z;):

Un = bo + b1zp.
N&o é um parametro que estamos procurando, mas uma observa¢do amostrada da
distribuicéo d&Y’| X = x},.

O que sabemos da distribuicaodeX = z;,?

e Que tem valor esperado iguaEXY | X =z} = (o + [1xh.
e Que tem varianica equal\@r{Y | X = z,} = 0%
e Que € uma variavel aleatoria continua com densidade simétrica em relacdo a sua
moda E{Y | X = x,}): Desigualdade de Gauss se aplica.
Entretanto, ndés ndo conhecemos os valores dos parametros, mas somente temos
estimativas deles.

Portanto, a variabilidade de uma nova observacao tera duas fontes de incerteza:

1. Alincerteza na estimativa do valor esperadd’d& = z;, (E{Y|X = x,}).
(Onde passa a linha de regressao?)
= variancia da distribuicdo amostral ge
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2. Aincerteza das observacdes da variavel aleatdtha = z;, em relagdo ao seu valor
esperad&E {Y|X = x,}.

(Onde ocorrerd uma nova observagéo?)
= variancia da distribui¢cdo dg| X = x,.

Assim, a variancia de uma nova observacao sera:

Var{y,} = Var{y}+ Var{Y|X = z;,}
2

IS N Gt B
- [n e —x>21 "

Y PR S G/t
— [1-1—”—?—2(%_@2]7

gue pode ser estimada por

(2 — T)?

P— 1
Var{yh}—QMR [1+n+w

O Intervalo de Predicédo Aproximado (IPA) de 90% para uma nova observacgao € dado
por

=R 1 (ZEh—T)2

Predicdo da Média Amostral dem Novas Observacoes
Em algumas situacdes especiais o0 modelo linear pode ser utilizado para inferir sobre o
valor de uma média amostral de um conjuntordaovas observacoées.

E importante lembrarmos que a média amostral € vanigvel aleatériacom algumas
propriedades importantes em relacdo a distribuicdo da variavel original.

CONCEITOSBASICOS DEESTATISTICA

Precisamos rever um conceito basico que € central na teoria estatistica:

e Teorema Central do Limite.
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Figura 1.8: Grafico exemplificando intervalo de confianca (linha azul) e intervalo de
predicao (linha vermelha).

De forma analogoa a questdo de uma nova observacgéo, a media amostnabes
observacdes sera obtida pela linha de regressao:

@m = b() -+ bll’h
e tera variancia igual a:
Var{Y|X = x,}

Var{y,,} = Var{y}+

gue pode ser estimada por

—— 1 1
Var{y,,} = QMR [ +—+
m n
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O IPA de 90% para média de novas observacdes € dado por

ﬂmiQ\lQMRll ! +<$h_m)2]

m N S|

E interessante ressaltar que o Teorema Central do Limite também se aplica a esse caso,
pois se fizermos o tamanho de amostrdas novas observacdes crescer, teremos no
limite a seguintes situacao:

lim Var{y,} = lim [Var{y}+ = Var{y}

m—00

Var{Y|X = xh}}

Ou seja, a variancia da média @enovas observagfes tende a variancia da resposta
média, a medida que o tamanho de amostra tende ao infinite (o).

1.4.8 Exemplo de Aplicacéo: Vazao no rio Tinga

Conjunto de dados: dados quinzenais de vazao e precipitacdo do rio Tinga na Estacao
Experimental de Itatinga.

Modelo: avazéo{/s) do rio como variavel resposta e precipitacaoi) como variavel
preditora.

Modelo ajustado: estimativas

bp = 11.759777; QMR = 23.3; y = 16.63134;
b, = 0.126446; T = 38.52675; Sypr = 236739.1.

Interpretacdo dos coeficientes de regressady € a vazao do rio quando nao ocorre
precipitacdo = 11.8/s.

b, é a vazao do rio pafrum de precipitacdo = 0.13/s)/mm.
ICA de 90% para os coeficientes de regressao:
by = 11.8+2(0.535745) = 11.8 +1.0(1/s)

l
by = 0.13 4 2(0.009931) = 0.13 & 0.018-L>
mm

1-38



MODELOSLINEARES SIMPLES 1.4. MLEAHI

ICA de 90% para vazao média do rio no caso de precipitacdes derbth:

7 = 18.08209
= 18.1+2(0.3919499) = 18.1 + 0.78(1/s)

IPA de 90% para vazéao do rio no caso de uma chuva (precipitagéo) derb0:

g, = 18.08209
= 18.1 + 2(4.842894) = 18.1 +9.7(I/s)

IPA de 90% para vazao médiado rio num més que ocorram 3 chuvas (precipitacdes) de

50 mm:

~

7., = 18.08209
= 18.1+2(2.814301) = 18.1 + 5.6((/s)

Vazao (I/s)
15 20 25 35 40

10

r T T T
0 50 100 150 200
Precipitagdo (mm)

Figura 1.9: Gréfico ilustrando os ICAs e IPAs calculados acima.
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1.4.9 Exercicios

1.4-1. Utilizando os dados do peixe esturjao (exercicio 1.3-6, na pagina 1-19) realize as
seguintes inferéncias com base no MLEAHI:
(a) ICA de 90% para os coeficientes de regressao;

(b) ICA de 90% para a resposta meédia, quando o comprimento dos peixes € de
140cm.

(c) IPA de 90% para a producéo de ovas de um peixe com comprimento de
140cm.

(d) IPA de 90% para a producdo média de ovas numa amostra de 5 peixes com
comprimento de 140m.

1.4-2. Utilizando os dados do exemplo de relacdo de altura-DAPEpaaigna realize as
seguintes inferéncias com base no MLEAHI:
(a) ICA de 90% para os coeficientes de regressao;
(b) ICA de 90% para a altura média, das arvores com DAP deril7
(c) IPA de 90% para a altura de uma arvore com DAP derl.7

(d) IPA de 90% para a altura média de uma amostra de 10 arvore com DAP de
17 cem.

1.4-3. Considere os resultados apresentados sobre a vazao do rio Tinga e discuta as
situacoes abaixo. Estabeleca as suas conclusoes.

Suponha que foi realizada uma colheita florestal na bacia do rio Tinga e, logo apés a
colheita, observou-se:
(a) uma vazao de 30's relacionada a uma chuva de &0n;

(b) uma vazéo média de 25s relacionada a 3 ocorréncias de precipitacdo de

50 mm.
Trés anos apoés a colheita florestal foi observado:

(c) uma vazao de /s relacionada a uma chuva de &0n;

(d) uma vazéo média de 14s relacionada a 3 ocorréncias de precipitagéo de

50 mm.
A colheita florestal influenciou a vazao do rio?
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1.4-4. Uma pesquisadora florestal coordena um estudo da relagéo entre o logaritmo da
riqueza de espécies de aves de subbosque em fragmentos florestais (variavel
resposta) e o tamanho dos fragmentos (variavel preditora). Assumindo que a relacao
linear simples é apropriada para essas variaveis, deseja-se realizar inferéncias sobre
o coeficiente de inclinacad@() do modelo. Foram selecionados originalmente
fragmentos cujos tamanhos variam de &:5 10ha. Mas surgiu uma discussao no
projeto:

e alguns pesquisadores argumentam que o estudo deve se deter nesses tamanhos
de fragmentos e fazer obter um grande tamanho de amostra;

e outros pesquisadores argumentam que seria mais apropriado ampliar a faixa de
tamanho de fragmentos (de 0.5 a 2@(, mesmo que isso, devido ao maior
esforco amostral, resultasse numa ligeira reducao do tamanho da amostra.

Discuta a situagao.
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1.5 O Modelo Linear Simples de Erros Gaussianos
(MLEG)

Os modelos lineares simples vistos até 0 momento tiveram um conjunto crescente de
pressuposi¢des que permitiram um aprofundamento da aplicacdo da analise de regressao
aos dados. Acrescentaremos agora, a pressuposicao que define uma distribuicdo estatistica
aos erros de modo a construirmodelo linear simples compléto

1.5.1 Estrutura e Pressuposi¢des do MLEG

A pressuposicao a ser acrescentada é que os erros possuem distribuicdo Gaussiana
(distribuicdo Normal).

A definicao formal do MLEG (na notacgéo sintética) é

(1.15) MLEG: Y =fy+ 64X +¢,
onde:
X — variavel ndo estocastica
E{e|X =2} = 0

Var{e} = o%
COV{&‘Z', Ej} = 0
(e|X =z) ~ N.

Para tornar a notacdo ainda mais sintética utilizaremos a seguinte notagao:
(e] X =) = N (0,0?)
gue significa:
erros (para cada nivel d€) independenteslenticamentelistribuidos (iid)
segundo distribuicdo Gaussiana (Normal)}com média) e variancias?.
Consideracoes sobre a Pressuposicao de Distribuicdo Gaussiana

Variavel preditora ndo estocastica: valem as consideracdes ja apresentadas para o
MLEA.
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Valor esperado nulo para o erro E{¢|X = z} = 0): valem as consideracdes e
deducdes ja apresentadas para o MLEA.

Homocedasticidade:valem as consideracdes e deducdes ja apresentadas para o
MLEAHI.

Independéncia: valem as consideracdes e deducdes ja apresentadas para o MLEAHI.

Distribuicdo Gaussiana: novamente podemos olhar os erros como resultado de erros do
processo de mensuracao ou como resultados da aleatoriedade da variavel resposta.

e Do ponto de vista de erros de mensuracgao, ja vimos que hum bom processo de
mensuragao espera-se que os erros tenham média zero (auséncia de erros
sistematicos), com variancia constante e com distribuigdo simétrica a média. A
distribuicdo Gaussiana € o “modelo perfeito” para uma distribuicdo dos erros.

e Sob o aspecto da aleatoriedade da variavel resposta, pode-se argumentar que
guando a variavel resposta € o resultado de uma série muito grande de efeitos
num processo natural complexo, a distribuicdo Gaussiana € um bom modelo.
Muitas varidveis de caracter biolégico tendem a ter distribuicdo Gaussiana,
embora nao seja possivel generaliza-la para todas variaveis.

e Quando a variavel resposta é resultado do total de observagdes individuais,
como por exemplo o volume de madeira numa parcela, ou é resultado da
média de observacgdes individuais, como por exemplo a altura média das
arvores, podemos evocar o Teorema Central do Limite para justificar a
pressuposicao de distribuicdo Gaussiana.

CONCEITOSBASICOS DEESTATISTICA

Para prosseguirmos necessitamos dois conceitos fundamentais da estatistica:

Distribuicdo Gaussiana
Teorema Central do Limite
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1.5.2 Propriedades dos Estimadores de Quadrados Minimos e
Inferéncia

Os EQM s&o os mesmos do MLEA e do MLEAHI (equacfes 1.3 e 1.4), que podem ser
resumidamente apresentadas como

by — Yz —Z)(yi —Y) :% e by =7 — biT.

Z(xz - T)Q Szx

Ja vimos que esses estimadores tém as seguintes propriedades:

. EQM sao funcdes lineares dos valores observados da variavel resposta (MLEA).

. EQM séo estimadores nao viciados dos coeficientes de regressédo (MLEA).

1
2
3. As variancias dos EQM séo proporcionais a variancia do ef)aql[MLEAHI).
4. Os EQM séao correlacionados (MLEAHI).

5

. Estimadores de Variancia Miniméeporema de GaussMLEAH]).

Ao assumirmos que os erros tém distribuicdo Gaussiana podemos acrescentar a essas
propriedade:

6. Os EQM dos coeficientes de regressao tém distribuicdo Gaussiana.

CONCEITOSBASICOS DEESTATISTICA

Para prosseguirmos necessitamos de um conceito de estatistica:

Funcdes Lineares de Variaveis Gaussianas

Inferéncia sobre o Coeficiente de Inclinacao

Sendoh; um EQM deg; ele tera distribuicdo Gaussiana com:

médlaE{bl} = 51

0.2

variancia:Var{b,} = ﬁ
Ty — T
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Utilizando uma notacéo sintética:

(1.16) by ~ N (51% W) .

Para estimarmos a varianciafeutilizamos oQ M R no lugar da variancia do erre9):

— QMR
Var{bl} = 72(:1;1 — T)Q
sendo o seerro padrédodado por:
B QMR
A distribuicdo Gaussiana dg implica em:
B ~ N(0;1)
A/ Var{bl}
=B ~ t(n—2),

VVar{b;}
ondet(n — 2) € da distribuicde de Student com parametrgraus de liberdade

v=n—2.

Intervalos de Confinaca Exatos: para construirmos |.Gexatos com coeficiente de
confianca dé1 — «)100%, podemos utilizar a distribuic&ade Student. De acordo
com ela temos:

Py —t(1—a/2;n—2)S{bi} < B <by +t(a/2;n—2)S{b1}] =1— q,

sendox 0 nivel de significancia adotado.
Assim, o I.C. dg1 — )100% é

by +t(1 —a/2;n —2) S{b}

ondet(1 — a/2; n — 2) € o quantil(1 — «/2) da distribuicAa com (n — 2) graus de
liberade.
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Testes de Hipétesesutilizando a mesma distribuic&ale Student, podemos construir
testes de hiposteses bilaterais do tipo:
Hipotese Nula H, : 8 = 6,
Hipotese Alternativa H, : 51 # 6

utilizando a estatistica
_bi—10
S{01}
e aplicando, sob nivel de significancia (ou tamanho do teste) deegressa de
deciséo:

*

o selt*| > t(1 — a/2; n — 2), rejeitaH,;
e se|t’| < t(1 —«/2; n—2), ndo rejeitaH,.

Hipotese unilaterais também podem ser testadas aplicando de forma analoga o teste
t unilateral, embora sejam raramente utilizadas na analise de regressao.

CONCEITOSBASICOS DEESTATISTICA
A clareza do apresentado acima depende da compreenséao de conceitos
basicos sobre:

e Testes Estatisticos de Hipodtese;
e Testet para uma amostra.

Inferéncia sobre o Coeficiente do Intercepto

Podemos desenvolver a inferéncia sobre o coeficiente do intercepto de modo anélogo ao
desenvolvido para o coeficiente da inclinagcéo da reta de regresséo.

Sendah, um EQM deg, ele tera distribuicdo Gaussiana com:
médlaE{bQ} = ﬂo
. 5|1 i
variancia:var{b,} = o°|—+ Sk

Utilizando uma notacéo sintética:

f2
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Para estimarmos a varianciaf@eutilizamos oQM R no lugar da variancia do erre9):

— 1 z°

sendo o seerro padrédodado por:

S{by} — JQMR [; + Z(;”QZ]

A distribuicdo Gaussiana dg implica em:

b — B N(0;1)
\/ Var{bo}
bo — 60 t(n - 2)7

\/ Var{by}

ondet(n — 2) € da distribuicde de Student com parametrgraus de liberdade
v=mn-—2.

Intervalos de Confinaga Exatos:1.C. exatos com coeficiente de confianca de
(1 — «)100%:
by £t(1 —a/2;n —2) S{by}.

Testes de Hipbtesespara testar hiposteses bilaterais:

Hipotese Nula H, : By = 6,
Hipotese Alternativa H,, : Gy # 6
utilizando a estatistica
_bo—bp
S{bo}

com regressa de decisdo (nivel de significAncia)de

t*

o selt*| > t(1 — «/2; n — 2), rejeitaH,;
o se|t’| < t(l —«/2; n—2), ndo rejeitaH,.
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1.5.3 Valor Ajustado e Intervalos de Confianca e Predicao

Assim como os EQM dos coeficientes de regressao, também foi demonstrado que o valor
ajustado € uma funcao linear das observacgfes da variavel resposta.

Se assumirmos que o erro tem distribuicdo Gaussiana, isso resulta que os valores
ajustadosy;), como estimativas do valor esperado da variavel respBsta (X = x;}),
também terdo distribuicdo Gaussiana com média igual a

E{g:i} = E{Y|X =z}

Intervalo de Confianca para a Reposta Média

No caso da resposta média (linha de regressao), visto que a variancia da estimativa era

Var{j;} = o® Lll + M] :

assim a distribuicdo da estimativa da resposta média é dada por:

- 2 1 (ZL‘Z—f)z

O erro padrao da estimativasera obtido por

o1 - o225

e Intervalos de Confian@xatos com coeficiente de confianga fe— «)100%, séo
obtidos por:

Ui £t(l —a/2;n —2) S{y:}

Intervalo de Predicdo para uma Nova Observacéo

No caso de uma nova observacgéao (predi¢do), visto que a variancia é obtida por

(2 — T)?

1
Var{y,} = 2 1 — _
{yh} o + n + Sz —1)° )
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assim a distribuicdo de uma nova observacao é dada por:

1+i+<~“‘$>2]>.

(1.19) n~ N (E YIX =an}s0’ S (@ — 1)

O erro padréao de predicdoé obtido por

S{gjh}:\JQMR [1+2+M]

e Intervalos de Predi¢cdo exatoscomprobabilidade de (1 — a)100%, s&o obtidos por:

n £t(1 — a/2;n — 2) S{y}.

Intervalo de Predicdo para a Média Amostral dem Novas Observacdes

No caso da média d@ novas observacdes, vimos que a variancia esperada é

var{y,,} = o* lnll + i + M] :

Logo, ela tem distribuicdo

@m~N<E{Y|X=a:h};02 [;+i+2((__))])

Com oerro padrao de predicdopode ser calculado por

1 1 (Ih — T)Q

—t+ -t

m n  Y(r;—7)?

Intervalos de Predigcdo exatoscomprobabilidade de (1 — «)100%, s@o dados pela
expressao

SUSMES JQMR

~

U, £t(1—a/2;n —2)S{7,,}.

1.5.4 Intervalos Simultaneos e Bandas de Confianca
Todos intervalos relacionados com o valor esperado até o momento se referem a intervalos
individuais, i.e., somente um Unico nivel da variavel preditora é considerado.

Para podermos considerar varios niveis da variavel preditora simultaneamente devemos
construir:
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¢ Intervalos Simulataneaguando o numero de niveis € conhecido;

e Bandas de Confiangguando o nimero de niveis ndo é conhecido ou € muito
grande.

Inferéncia Simultdnea para Resposta Média

No caso da resposta média veremos dois métodos:

Método de Bonferroni: aplica a desiguladade de Bonferroni na construcdo de intervalos
simultaneosproximados

DESIGUALDADE DE BONFERRONI

Suponhg eventos 4, A,, ..., A,), cada qual com probabilidade
P(4;) =~,i=1,2,...,9. A probabilidade da interseccdo dos eventos

complementaresA, 4, ..., 4,) segue a desigualdade:
P (N A) >1-g7,

com igualdade apenas quandos os eventos forem independentes.

No caso de estarmos interessadosgantervalos de confianca, mas desejamos
manter o nivel de significancia dos intervalos simultaneos gine., o coeficiente
de confianga eml — «), teremos

0%
l—a = 1-gv = v=—.
g
Para construirmog intervalos simultaneos com nivel de significanejacada
intervalo individual tera que ter nivel de significanaigy.

Osg I.C. simultaneos de Bonferroni, portanto, sdo definidos como:

Ui = By S{1i}
Bg:t<1—a;n—2>
29

1-50

onde;




MODELOSLINEARES SIMPLES 1.5. MLEG

O método de Bonferroni éonservador, i.e., o coeficiente de confianca verdadeiro €
sempre maior que o valor nominal.

A medida que o nimero de inferéncias simultaneas aumenta, os intervalos de
Bonferroni rapidamente se tornam extremamente amplos e deixam de ser Uteis na

pratica.
Numero de Coeficiente de B, Tamanho
Intervalos Confianga (1 —5;;8) Relativo deBy
Simultaneosq) em cada Intervalo (%)
1 0.9500 2.306 100
5 0.9900 3.355 146
10 0.9950 3.833 166
20 0.9975 4.334 188
50 0.9990 5.041 219
100 0.9995 5.617 244

Método de Working-Hotelling: constroe um@anda de Confiancpara a linha de
regressao (resposta média), considerdndos os niveis possiveala variavel
preditora:

v =W S{ui}
onde

W= 2F(1—a;2n—2)
sendo utilizado o quantill — «) da distribuicda?” com2 graus de liberdade no
numerador e — 2 graus de liberdade no denominador.

Para um namero pequeno de intervalos simultaneos o método de Bonferroni gera
intervalos menores, mas a medida que o numero de intervalos aumenta, a B.C. de
Working-Hotelling tende a ser menor que os I.C. simultdneos pelo método de

Bonferroni.

Numero de a=0.05n—2=28

Niveis deX Bonferroni Working-Hotteling
g B w B/W
1 2.306 2.986 0.77
2 2.752 2.986 0.92
3 3.016 2.986 1.01
4 3.206 2.986 1.07
5 3.355 2.986 1.12
10 3.833 2.986 1.28
20 4.334 2.986 1.45
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Figura 1.10: Gréfico comparando a Banda de Confianca de 95% (em vermelho) para a
resposta média (construida pelo método Working-Hotelling) e Intervalos de Confianca in-
dividuais (em azul).

Em comparacéo a I.C. individuais, a Banda de Confianga tende sempre a ser um
pouco mais larga.
Inferéncia Simultanea para uma Nova Observacéo

Método de Bonferroni: também pode ser utilizado nos Intervalos de Predicao
Simultaneos. Paral.P. simultaneos temos:

Un £ By S{yn}

«

Permanece o problema de serem muito conservadores.

onde:
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1.5.5 \Verificando a Qualidade do Ajuste do Modelo
Embora a pressuposicdo de erros Gaussianos néo seja essencial para estudar a qualidade
do ajuste dos modelos lineares, ela permite a realizacdo de testes formais.

A variabilidade da variavel resposta ao redor da sua média pode ser vista como formada
por dois componentes independentes:

Sy = Y Wi—-9=>li—-7+0 -5 =2 (G -7+ @i —5)
= Y@ -9 +20 - y)(m—@)ﬂm—@)ﬂ

G=9°+2> G- —5)+> (i — 7

W —79)° +2[Zyiyi_yi +Z@yi—§i}+Z(Q—A

(5 >+2[Zyzel+yz |+ 2w

@ =)+ > (v — )

SQT = SOQM + SOR

onde:

SQT - Soma de Quadrados Total:variabiliade dos valores observadg®m relacéo a
média amostral, variabilidadédtal” da variavel resposta.

Férmula facilitada de célculo:

Syy:z Z ;- ZyZ)

SQM - Soma de Quadrados do Modelo:variabilidade dos valores ajustados ao redor da
média amostral, variabilidadeXplicadd pelo modelo.

Essa variabilidade explicada é a paigtematiceexplicada pela variavel preditora:
Bo + Br;.

Férmulas facilitadas de célculo:

SQM =3 (5:—5)" = W) (ni—7)" ="b] [Z 7} (Zfi)]
= b (D)) = by |z — Z%Zﬂ
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Figura 1.11: Grafico esquematico mostrando como a Soma de QuadradosSTpalé
particionada em Soma de Quadrados do Mod&@/X/) e Soma de Quadrados do Residuo

(SQR).

SQR - Soma de Quadrados do Residuovariabilidade dos valores observadeem
relacdo aos valores ajustadpsvariabilidade hao explicadapelo modelo.

Essa variabilidade é a paréeatoriaque resulta do termo do erre;.
Formula facilitada de célculo:

SQR = SQT — SQM

Coeficiente de Determinacgéo

Uma forma natural de se quantificar a qualidade do ajuste do modelo é verificando o
tamanho relativo d&Q M em relacdo Q7. A razao dessas somas de quadrado &
chamada d€oeficiente de Determinacao

,_ SQM _ . SQR

1.2 — —1—
(1.20) " T sor SOT”
embora seja freqlientemente mais pratico calcula-lo por
-\2
2 — bzz(xi —7) '
"y — )2
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e Note qued < r? < 1.
e O7? é interpretado como:

a proporcao da variacdo da variavel resposfid)(explicada pelo modelo
linear, i.e., pela variavel preditoraX).

¢ NA&o existe uma escala absoluta para analisdr os limites para os quais se
considera o ajustédont dependem muito do tipo de dados e situacdo em que se
aplica a regressao.

Por exemplo, para equagdes de volume de arvores individuais em florestas plantadas
espera-se’ superiores a 0.90. J& para modelos de producéo de florestas plantadas é
comum se considerar bons valores-decima de 0.70 ou 0.60.

Coeficiente de Correlacao

Uma outra medida comumente utilizada em modelos lineares simpl€géfiziente de

Correlacao
= Vi? = b?Z( DG ke
T S

e Or quantifica o grau de associadé&wear entre varidvel resposta e preditora.
e Or possui amplitude-1 < r < 1, tal que:
r ~ —1: alta correlacdo negativa;

r ~ 0. auséncia de correlacao;
r =~ 1: alta correlagdo positiva.

¢ O sinalr que define correlacdo positiva ou negativa € definido pelo sinal de

Teste ' do Modelo

Uma outra forma de estudarmos a qualidade do ajuste é verificando o que as somas de
guadradaestimam

Javimos que
E{QMR) — E{SQJE} =02,
n R—
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logo aSQ R corrigida para os graus de liberdade«{ 2) € um estimador da variancia do
erro.

No caso d&Q M temos:

E{SQM} = E{0Y (zi—2)} = (Y (z:i —2)) E{0}}
= (Z(;cZ — T)Q) {Var{bl} - (E{bl})z]

2

= (X -7?) lZ(xJ—:v)? + ﬁ%}

= o+ 57D (- 7)
Note que se ao associarmos @uadrado Médio do Modela variabilidade explicada
pelo modelo linear simples temos:

SQM . SQM

MM = ~ =
¢ namero de parametros no modeld 1

= SQM,

e, portanto,
E{QMM} = E{SQM} = 0>+ ;> (v; — T)*.

Note ainda que

e o2 é avariancia do erro (ndo explicada pelo modelo); e

e (373 (x; — T)? é avariabilidade explicada pelo modelo.

A razdo desses quadrados médios € uma medida da relevancia da variabilidade explicada
pelo modelo comparada a variabilidade do erro:

QMM SQM/1

= =
QMR ~ SQR/(n—2)
oo CHE ) N2
SQR/g% 1 n=2

n—2
Sendo essa estatistica uma razéo de variaveis Qui-Quadrado, ele remete a disfribuicao
Ela pode ser utilizada para testar as hipéteses:

Hoi 51:0
Ha: 61#0
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Sob H, teriamos
R U ) S
g g

e, portanto,
F* ~ DistribuiGdoF (v; = ;s =n — 2).

A regra de deciséo para se testar as hipéteses acima, no nivel de significdioeian:
e sef* > F(1 — «;1;n — 2) rejeita-seHy; e
e sel™ < F(1 — «; 1;n — 2) ndo se rejeitdd,.

Algumas consideracdes sobre o telstdo modelo:

e No modelo linear simple® tester' do modelo é equivalente ao testeara as
hipoteses:
HO . 61 =0
Ha : ﬁl ;é 0.

De fato, pode se demonstrar que

t(n—2)=/F(l;n—2).

e Existe uma relacéo direta emit e o testel” do modelo:

p_SQM 1 SQM+SQR_  SQR
SQT R? SQM SQM

1 SQR R:  SQM

= ' lTsomM T i-Rr T SOR

L (n=p\ R (n-p\SQM _SQM/p-1)
p—1)1-R \p-1) SQR ~ SQR/(n—p)
_[n—p R?

~ F_<p—l>l—R2

ondep = 2 é o numero de coeficientes de regressdo do modelo linear simples.

Essa relacdo mostra que o teBtelo modelo pondera a proporc¢éo da variabilidade

explicada pelo modeld?) e a ndo explicada (— R?), pelos respectivos graus de
liberdade p — 1 en — p).

e Ainterpretacdo do test€ é distinta da dd??:

ao se rejeitarH,, conclui-se que exite umalacao linearentre variavel
resposta¥’) e variavel preditora ).
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1.5.6 Consideracdes sobre a Aplicagao do MLEG

e O grau de associac@aeitavelentre variavel resposta e variavel preditora depende:

— da situacdo em que se aplica o modelo,
— do que se espera do modelo.

e O R? é enfatizado no caso de se utilizar o modelo paeglicéq pois é um indice
descritivo da qualidade das predi¢cdes que serdo realizadas.

e O testeF’ do modelo é enfatizado nos caso em que se busca o modelo como uma
explicagcéopara relagao entrg e X. TesteF significativo indica a existéncia de
relacédinear entreY e X.

e No caso de amostras de pequeno tamantmefiueno) € comum se observar:

— testeF’ significativo;
— valor deR? muito baixo.
Geralmente, amostras pequenas podem ser suficientes para comprovar a existéncia

de relacéo linear entg e X, mas sao insuficientes para gerar um modelo com boa
capacidade preditiva.

e Em situacdes onde se utiliza uma amostrato pequena, as vezes se observa

— testeF nao significativo;
— valor deR? alto.

Quando isso ocorre, pode se concluir que o tamanho da amostra é insuficiente para
qualquer aplicacao, pois:

— testeF’ nao significativo em amostras pequenas indicapacidadegara
detectar a relacao linear (caso ela exista);

— valor deR? alto em amostras pequenas indica que a SQT foi mal estimada
(subestimada), pois a amplitude da variavel resposta esta mal representada na
amostra.

e Em algumas areas é como se utilizar uma estatistica descritiva da qualidade do
ajuste chamadarro padréo da estimativau erro padrao do residugue &

simplesmente:
S{i} = JQMR.

Trata-se de uma medidgeral da incerteza associada a linha de regresséao.
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1.5.7 Exemplo de Aplicacéo 1: Relagao Vazéao-Precipitacao no rio
Tinga

O modelo ajustado fica:

yi = 11.759777 4 0.126446 z;.

Os erros padrdes das estimativas dos coeficientes de regressao:

S{bo} = 0.535745  S{b;} = 0.009931

Os I.C. de 95% para as estimativas dos coeficientes de regresséao:

t tabelado: #(0.975,164) = 1.974535;
bo: 11.759777 £+ 1.974535(0.535745) = 11.76 + 1.06;
bi: 0.126446 £ 1.974535(0.009931) = 0.13 £ 0.02.

Testet para as hipéteses:

Hy: G, =0 contra H, : B, #0.

11759777

bo:  t= o =2 21.95| > 1.974 rejeitaH,.

’ 05anTas 2195, [21.95] = 1074535 = rejeitat
0126446

b = =12 12.733| > 1.974 rejeita Ho.

1 0000031 — 1273, [12.733] 2 1.974535 = rejeitat

¢ |.C. individuais de 95% para resposta média nos niveis de 50 e2h00e
precipitacao:
Uso: 18.08209 + 1.974535(0.3919499) = 18.08 + 0.77;
U100: 24.40441 4+ 1.974535(0.7164615) = 24.40 + 1.42.
e |.C. simultaneos de 95% para resposta média nos niveis de 50rerd Qe
precipitacao:
Bonferroni: #(1 —0.05/(2 % 2);164) = t(0.9875;164) = 2.262168
Uso: 18.08209 + 2.262168(0.3919499) = 18.08 + 0.89;
U100: 24.40441 4+ 2.262168(0.7164615) = 24.40 + 1.62.

¢ |.P. individuais de 95% para uma nova observagéo nos niveis de 50rerkQle
precipitacao:
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Uso: 18.08209 + 1.974535(4.847356) = 18.08 4+ 9.57;
U100: 24.40441 4+ 1.974535(4.884317) = 24.40 £+ 9.64.
e |.P. simultaneos de 95% para resposta média nos niveis de 50reril @@
precipitacao:
Bonferroni: ¢(1 — 0.05/(2 x 2); 164) = t(0.9875; 164) = 2.262168
Uso: 18.08209 + 2.262168(4.847356) = 18.08 £+ 10.97;
U100: 24.40441 4+ 2.262168(4.884317) = 24.40 + 11.05.

e Coeficiente de Determinacé®.4971, embora nao muito alto € razoavel para esse
tipo de relacao.

e TesteF do modelo:

Fr=162.1

F(0.95;1;164) = 3.898787 } = 162.1 > 3.8988 = rejeita-seH,

Note que:
£(0.975,164) = /F(0.95;1;164) t#(Hy: =0 = F~
1.974535 =  /3.898787 12.73 = V16213

e Erro padrdo da estimativa: 4.88%.

Considerando a vazdo média nos dados (16.63 verifica-se que o modelo ndo
esta bom para se fazer de predi¢cdes, como os intervalos de predicdo ja mostraram.
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1.5.8 Exercicios

1.5-1. Utilizando os dados do peixe esturjao (exercicio 1.3-6, na pagina 1-19) realize as
seguintes inferéncias com base no MLEG:
(@) IC de 90% para os coeficientes de regressao;

(b) IC de 90% para a resposta média, quando o comprimento dos peixes é de
140cm.

(c) IP de 90% para a producéo de ovas de um peixe com comprimento de1140

(d) IP de 90% para a producdo média de ovas numa amostra de 5 peixes com
comprimento de 140m.

1.5-2. Compare 0s intervalexatosdo exercicio anterior como os intervakmgroximados
do exercicio 1.4-1, na pagina 1-40.

1.5-3. Utilizando os dados do exemplo de relacdo de altura-DAPEpaaigna realize as
seguintes inferéncias com base no MLEG:
(a) IC de 95% para os coeficientes de regressao;
(b) IC de 95% para a altura média, das arvores com DAP del7
(c) IP de 95% para a altura de uma arvore com DAP denl7

(d) IP de 95% para a altura média de uma amostra de 10 arvore com DAP de
17 cem.

(e) Banda de Confianca de 95% para a resposta média.

(f) Intervalos de Predicdo Simultaneos de 95% para altura de arvores com DAP
10, 17,20 e 23m.

1.5-4. Discuta a qualidade do ajuste do MLEG, em termos de Coeficiente de Determinacao
e testeF’ do modelo, para os seguintes dados:
(a) Relacao altura DAP para arvoresklesaligna
(b) Producéo de ovas do esturjao.
(c) Vazéo do rio Tinga, considere as estimativas:

bo = 11.759777; QMR = 23.3; Sye = 236739.1;
by = 0.126446; T = 38.52675; Syy = 68325.07,
n = 168; y = 16.63134; Sgy = 37489.2.
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CAPITULO 2

A ABORDAGEM DE VEROSSIMILHANCA NO
MODELO LINEARE SIMPLE

e Até 0 momento apresentamos os estimadores de quadrados minimos como forma de
ajuste dos modelos lineares simples.

e Apresentaremos agora, para o MLEG, a abordagem de verossimilhanca que permite
um entendimento mais amplo dos modelos lineares e permitira a visualizacao de
possiveis formas mais gerais desses modelos.

e Faremos, inicialmente, uma revisao do conceito de verossimilhanca e dos
estimadores de maxima verossimilhanca.

¢ Depois, desenvolveremos os conceitos no caso do modelo linear simples (MLEG).

2.1 O Conceito de Verossimilhanca

O termo ‘likelihood” no inglés, que tecnicamente no portugués é traduzido por
“verossimilhancd, foi cunhado por Ronald Fisher para distinguir esse conceito do
conceito de probabilidade.

A diferenca pode parecer sutil, mas tem sérias implicac6es na aplicacédo dos
modelos estatisticos.

Tomemos como exemplo uma variavel aleatéfiaom distribuicdo Poisson. A
funcao de probabilidade dessa variavel é

P =y)=—1
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ondey € o parametro da distribuicdo, representando o valor esperado de
(E{Y} = p).

e Se assumirmos que o valor do parametro é conhecido, por exgmapizs, fica
simples calcular a probabilidade de ocorréncia de um valaf,qer exemplo
Y = 24:

e H ,u24 e 239324

P(Y = 24) = ~5 5 =~ 17— = 0.00019136

¢ Na aplicacdo desse modelo, no entanto, a ocorréndia-de24 € obtida através de
observacdes, mas o valor do parametro sera sempre desconhecido.

e Na verdade, nosso interesse serd estimar o parametro a partir da observacao.

e Nessa situacdo, a funcao de probabilidade passa a depender dos valores plausiveis
para o parametro, uma vez que o valor da observac¢ae £4) € conhecido.

e A funcao de probabilidade se torincao de verossimilhanca

ef,uyl24

L{p|X =24} = Toal

0.08 4

verossigiinanca o
' = =
IS (o]

| |

o

o

N
|

0.00 +

10 20 30 40 50

Figura 2.1: Funcao de verossimilhanca para uma variavel Poisson com obséfvacib
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2.1.1 A Funcéo de Verossimilhanca na Distribuicao Gaussiana

e O conceito de funcéo de verossimilhanca se aplica a qualquer distribuicdo
estatistica.

¢ No caso de variaveis continuas, a fungdo de verossimilhanca é obtida a partir da
fungéo de densidade probabilistica

e Vejamos o caso da distribuicdo Gaussiana, com apenas uma obseérvacgo
9 -1/2 9
L{p, oY =y} = (27Ta ) exp [_0 (y — p)

e Note que nesse caso temos dois parametros, de modo que o grafico da
verossimilhanca tem que ser estudado em trés dimensoes:

4.0
|

35

o)
25
1

2.0

15
|

1.0
N

Figura 2.2: Funcéo de verossimilhanca para uma variavel Gaussiana com uma unica obser-
vacaoy = 24.

e Esse grafico gera dois comentérios:
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1. A medida que o nimero de parametros no modelo aumenta, aumentam as
dimensoes da funcao de verossimilhanga.

No caso da distribuicdo Gaussiana ela € bivariada: média e variancia.
2. Como é possivel se inferir sobre dois parametros tendo apenas uma

observacao?

N&o é possivel!!! Na pratica isso ndo faz sentido e o grafico acima é

totalmente equivocado.

2.1.2 A Funcao de Verossimilhanca com Multiplas Observactes
Independentes

¢ \oltemos ao exemplo da distribuicdo Poisson, e consideremos que temos agora em
mao uma amostra com 3 observacgoes independeviies: yi, ya, - - - , Yn-

e Assumindo qug: = 24, qual a probabilidade de observarmos a amostra que temos:

n

P(Yo|p) = P(Y = p1|p) P(Y = wo|p) ... P(Y = ynlp) = [[ P(Y = il

i=1

e De forma analoga, a funcéo de verossimilhanca assume a forma de um produtorio
no caso de multiplas observacfes independentes:

LYY = LY = ) L4lY = ) - L{alY =y} = [[LAulY = v}

=1

e No caso de variavel continua, a funcao de verossimilhanca gerada por
observacdes independentes € o produtoério das funcdes de densidade:

n

Ly olY, =y ya, -t = ][] (2#02)

i=1

R A R

1
9252

-1/2

(vi — M)Q}

exp {—

Funcéo de Log-Verossimilhanca Negativa

e A funcéo de verossimilhanca para multiplas observacdes € de tratamento
matematico complicado pois envolve o produtério da funcdo de densidade para cada
observacéao.
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Uma vez que os valores da fungéo de densidade s&o sempre menores que um, a
funcéo de verossimilhanca rapidamente se aproxima do zero, o que € problematico
no uso de computadores.

e Para facilitar o tratamento matematico e as operacdes de calculos, trabalhamos com
afuncao de log-verossimilhanca negativa

L{p, o|Yn} = —In(L{p, o[ Yn})

e No caso da distribuicdo Gaussiana temos:
o\ —7/2 1 2 9
L{Na 0'|Yn} = —In (27‘(‘0 ) exp —72 Z (yz _ M)
n

n 1 &
L{p,0lY,} = B In(27) + §ln 2— Z
: B \%_3' N 78_3
8 | /\/@Q
0 o A
/@-7
/89
w .
182
18.4
\\_/%
~AH = — -
2[2 2‘3 221- 2‘5 2‘6
u

Figura 2.3: Funcéo de log-verossimilhanga negativa para uma varidvel Gaussiana com
multiplas observagoes.
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2.2 Estimadores de Maxima Verossimilhanca (EMV)

e Os Estimadores de Maxima Verossimilhanga sé&o aqueles que:

— maximizam a funcgéo de verossimilhanca, ou
— minimizam a funcao de log-verossimilhanca negativa.

e Como trabalharemos com a funcao de log-verossimilhanca negativa, vejamos 0s
passos para se encontrar o ponto de minimo de uma funcéo:

1. encontrar a primeira derivada em relacéo ao parametro;
2. igualar a derivada a zero e solucionar para o parametro desejado;
3. verificar se a segunda derivada € positiva.

2.2.1 Exemplo: Distribuicdo Exponencial

e Como primeiro exemplo, analisaremos uma distribuicdo com Unico parametro.

e Y € uma variavel aleatoria continua com distribuicdo Exponencial e, portanto, com
funcéo de densidade probabilistica

fr(y|\) = Nexp (=Ay) onde y>0,\>0.

A funcéo de verossimilhanca fica

L{NY,} = ﬁ Aexp (—Ay;) = N exp <—)\§n:y,»> :

=1

A funcéo de log-verossimilhan¢a negativa é

L{\} = —nIn A+ 2>y,

=1

Igualando a primeira derivada a zero:

dL{\} n &
o el
e E, portanto, 0 EMV de\ é:
~ n
)\ = n
D im1 Yi
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e Como a segunda derivada é positiva:

’L{\} n
A2 \2

conclui-se que é de fato o EMV, pois minimiz&{\}.

51000 51100
1

Log-verossimilhanca Negativa
50900

50800

|
0.035 0.040 0.045

A

Figura 2.4: Funcao de verossimilhnanca para o parametta distribuicdo Exponencial,
aplicada a dados de DAP de 11.991 arvores de floresta nativa no Maranhéao.

2.2.2 Exemplo: Distribuicao Gaussiana

e Y € uma variavel aleatoria continua com distribuicdo Gaussiana e, portanto, com
funcao de densidade probabilistica

o o\ —1/2 1 9
Pl o®) = (2m0%) P exp |~y - 0
onde —oco<y<oo, —o0o<pu<oo, o>0.
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e A funcgéo de verossimilhanca fica

n

L{p,o?[Y,} = ] (270?)

=1
—n/2 1 &
= (2102 — E
( TOo ) exp [ 992 2 ]
¢ A funcéo de log-verossimilhanga negativa é

n 1 &
L{,u,a2}:§ln(27r) 5111 2—2

—1/2 1 2}
exp { 552 (Ui = H)

e Como temos agora dois parametros, igualaremos as primeiras derivadas parciais de
cada parametro a zero:

814{5‘[;“2} _ ;i(%_u):o = f:(yi—u)z

OL{p, 0%} n 1 & 5
Too T 207 g 2wt =0 = e

e A solucao para o sistema de duas equacdes gera os EMV:
1 " —~ 1

2= *Z(yz' —ﬁ)Q

n;3

7;)
"M
S
Q

¢ E importante notar que o EMV da variancia n&o divide a soma de quadrados pelos
graus de liberdade:(— 1), mas pelo tamanho da amostra. (

Logo, elendo é um estimador ndo-viciado da variancia populacional:

n

e(} = e{s - mrf - {53 -2+ 7))

i=1 i=1

B 1E{lzy3 o Zw) (Z%)QH

n

- LE{Ze - B - el - e

= L3 (vartuy + B ) - L (var(Suy + B {0}
LT 2 2 1 2 2 2

— o) = )
Lo o 2 2 2

= e +nus—o —nu}

— L‘laz
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e Mas note que a medida quecresceg? tende ao valor do parametro:

lim E{(;'E} = lim n- 102 = o2

n—oo n—oo n

2.2.3 Propriedades dos Estimadores de Maxima Verossimilhanca

Como foi visto os EMV podem ser viciados ou ndo-viciados, mas eles possuem uma série
de propriedades que os torrgtamente confiaveis

Greene (2000) apresenta as propriedades dos EMV da seguinte maneira:

Consisténcia: os EMV séo consistentes, i.e., et@swvergem em probabilidadepara o
valor do parametro.

Sed,,, é 0 EMV ded entdo:

lim P (|0 — 0] > €) =0

n—oo
ondee € uma constante real (arbitrariamente pequena).
A consisténcia garante que em grandes amostras (o) os EMV, para efeitos
praticos, sdo ndo-viciados.

Eficiéncia Assintética: O Teorema do Limite Inferior de Cramer-Rao afirma que, para
um dado parametré qualquer, existe um limite inferior para variancia de qualquer
estimador n&o-viciado:

o<l e

Os EMV séaoassimptoticamenteficientes, i.e.,

lim Var{f,}=1(6)"",

n—oo

ou seja, para grandes amostras{ ~o), 0s EMV atingem o Limite Inferior de
Cramer-Rao.

Normalidade Assimptética: Os EMV convergem em distribuicdo para distribuicéo
Gaussiana.
Sel 5 (z)€afuncao de distribuicdo do EMV deentdo

lim |F

n— 00 T

1,0Mv (:E) o FG($)| =0
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ondeF(z) € afuncao de distribuicdo Gaussiana.

Em outras palavras: para grandes amostras (), os EMV tém distribuicéo
Gaussiana:

Ouy ~ N (6,1(6)7").
Invariancia: os EMV séao invariantes sob transformacdes monotonicas.

Se estamos interessados em estitmar g(d), ondeg(-) € uma fun¢géo monoténica,
entao

o~

v = Q(QMV)'

e As trés primeiras propriedades mostram que, para grandes amastrasd), 0s
EMV séo estimadores nao viciados, de variancia minima e com distribuicéo
Gaussiana.

e A quarta propriedade tém uma aplicagao interessante no caso da relagao entre
variancia e erro padrao:

— O EQM da variancia é ndo-viciado, mas isso nao garante que o EQM do erro
padrdo também seja.

— Jano caso dos EMV, temos certeza que:

—

= — 2
Omv = V0w

Familia Exponencial de Distribui¢cdes

E importante lembrar que tais propriedades s&o vélidas se a funcéo de densidade da
variavel aleatoria em questaf(z, ¢)) obedecer a algumasndi¢cbes de regularidade

1. As trés primeiras derivadas dg(x,#) com relagdo @ sao finitas para todos
valores der.

2. As condicdes para se obter a primeira e segunda derivddgder, §) séo
alcancadas.

3. Paratodos valores deos valores de

93 1n fy(z,0)
003

€ menor que a funcdo que tem valor esperado finito.
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Existe uma classe de distribui¢cdes estatisticas para as quais as condi¢des acima sempre
sao verdadeiras.

A Familia Exponencial de Distribuicbesao distribuicdes estatisticas cuja
log-verossimilhanca pode ser fatorada da seguinte forma:

L{0]Y} = a(Y) + b(0) + ; ¢;(Y)s;(0)
ondea(-), b(+), () e s(-) sdo funcgdes.

A distribuicdo Gaussiana faz parte da Familia Exponencial.

2.3 Analisando a Funcao de Verossimilhanca

e Frequentemente quando trabalhamos com distribuicdes estatisticas com varios
parametros, apenas um deles é de interessendo, tornando os demais parametros
inconvenientes, mas necessarios.

e Por exemplo, quando se usa a distribuicdo Normal o par@metro de interesse €, em
geral, a médiay(), sendo o desvio padrae)um parametro inconveniente.

e Nestas circunstancias nao é conveniente se analisar as regiées de verossimilhanca,
pois 0s parametro inconvenientes ndo possuem interpretagao pratica.

e Existem varias técnicas para lidar com essa situacéo, mas abordaremos apenas duas.

2.3.1 Verossimilhanca Estimada

e A Verossimilhnaca Estimada consiste em substituir os parametros inconvenientes
pelas suas estimativas de maxima verossimilhanca.

e Suponhamos que, no caso da distribuicdo Gaussiana, estejamos interessados apenas
na média, sendo a variancia um parametro inconveniente, a funcao de
log-verossimilhancga negativa estimada fica:

1 n

)
20%w i=1

Le{u} = L{u, 0%} = 3 In(27) + 5 In(o?y) +
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Figura 2.5: Funcgéo de log-verossimilhanga negatstimadapara a média de uma dis-
tribuicdo Gaussiana, applicada a dados do DAP médio por parcela em floresta nativa do
Maranh&o.

2.3.2 Verossimilhanca Perfilhada

e A \Verossimilhnaca Perfilhada consiste em encontar as estimativas de maxima
verossimilhanca dos parametros inconvenieptga cada valor do parametro de
interesse

e Suponhamos que, no caso da distribuicdo Gaussiana, estejamos interessados apenas
na média, sendo a variancia um parametro inconveniente, a funcéo de
log-verossimilhanga negativa perfilada fica:

Le{u} = L{po®=s(u)} = 5 In(2m) + 5 In(s(u)) + (yi — p)?

1 n
2s(p) =

sendo s(p) =

1

n

n n n
LHM==2m@ﬂ+2mQ%(%—Mﬁ+
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250 300 350 400 450
Il Il Il Il 1

Log-Verossimilhangca Negativa

200
|
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Figura 2.6: Funcdo de log-verossimilhanca negagexfilada (em azul) e log-
verossimilhanga negatiestimada(em vermelho) para a média de uma distribuigcdo Gaus-
siana, applicada a dados do DAP médio por parcela em floresta nativa do Maranhéo.

¢ Note que a verossimilhanca perfilada e verossimilhanca estimada tém o mesmo
ponto de minimo (ponto das estimativas de maxima verossimilhanga) e que na
vizinhanca desse ponto as curvas sao coincidentes.

e Entretanto, a medida que se afasta do ponto de minimo a curva da verossimilhanca
perfilada € mais aberta, o que indica um maior grau de incerteza sobre a estimativa
da média.

¢ No entanto, a verossimilhanca perfilada € considerada mais coerente e realista, uma
vez que para cada valor geno grafico, ela busca o EMV da variancia assumindo
aguele valor de média.
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2.4 Razao de Verossimilhanca

Suponha que tenhamos duas hipoteses concorrentes a respeito do valor que um dado
parametrd@ assume:

Hy:0=04 e Hp:0 =103

A plausibilidade de cada hipétese, face uma amo3fraobservada, é indicada pela
respectiva fungéo de verossimilhanca:

Hy= £{0A|Yn} e Hp = E{HB‘Yn}

A funcéo de verossimilhanca de maior valor indidaigotese mais plausivdhs
duas. Digamos qué{f,} > L{0s}.

A Razéo de Verossimilhanca

L£{04}

L{0s}
pode ser interpretada comdaca de evidénci@om que os dados favorecem a
hip6teseA vis-a-visa hipoteses.

O logartimo da razéo de verossimilhanca é equivaledifeégencadas
log-verossimilhangas negativas:

L{0}
. [/;{93}

] — [£{04}] — [L{05}] = L{0s}) — L{04)

2.4.1 Construindo Intervalos de Verossimilhanca

e Oslntervalos de Verossimilhang#v) sao intervalos delausibilidade
e Valores dentro do IV sé@o considerados igualmente plausiveis.

e Como os EMV maximizam a verosimilhanca, eles sédo considerados os valaises
plausiveis

e Para definirmos os Intervalos de Verossimilhanca, precisamos definir um limite
minimo para a razéo de verossimilhanca a partir do qual os valores deixam de serem
considerados igualmente plausiveis.

e Royall (1997) propde dois niveis:
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— Razé&o de Verossimilhanga8{(diferenca da log-verossimilhanca negativa =
In(8)) seria analoga ao nivel de significancia de 5%.

— Razéo de Verossimilhang¢a32 (diferenca da log-verossimilhanga negativa =
In(32)) seria analoga ao nivel de significancia de 1%.

o |
—
© R |
=0
8
1)
o |
go
c
©
=
=<
E57
%)
7]
o
BN
>S5 )
Razédo de 1/8
Razé&o de 1/32
o | — |
o T : ‘I T T T I‘ : T
-3 -2 -1 0 1 2 3

Variavel Gaussiana Padronizada

Figura 2.7: Intervalos de Verossimilhanca para razes de 8 e 32 na distribuicdo Gaussiana
Padronizada, mostrados fingédo de verossimilhnangcaem escala relativa ao ponto de
maximo.

¢ Utilizando as razdes de 8 e 32 podemos construir os Intervalos de Verossimilhang,
mas essa idéia atualmente ndo é amplamente aceita entre os estatisticos.

2.5 O Modelo Linear Simples

e O modelo linear simples de erros gaussianos (MLEG) ja foi apresentado na
perspectiva dos estimadores de quadrados minimos.

e Sua estrutura formal pode ser apresentada como:

MLEG: Y =8+ /X +¢,
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Diferenga de In(32)
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Diferenca de In(8)
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Log-Verossimilhanca Negativa Relativa
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Variavel Gaussiana Padronizada

Figura 2.8: Intervalos de Verossimilhanca para razdes de 8 e 32 na distribuicdo Gaussiana
Padronizada, mostrados fumcao de log-verossimilhancanegativa em escala relativa ao
ponto de minimo.

onde:

X — variadvel ndo estocastica
(lx =2) © N(0,0%).

e Na abordagem de verossimilhanga o modelo pode ser apresentado a partir da funcao
de verossimilhanga:

2.1) L{Go, b, 0¥} = ﬁ (27r02)_1/2

1 2

exp [~ [y = (o + )|

e Mas para fins de manipulacdo matematica utilizaremos a funcao de
log-verossimilhanca negativa:

(22) L{fh, f1.0%Y.} = 2 In(2m) + 2 Ino?) + 53 30— o — Br)’
0" =1
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2.5.1 EMV no Modelo Linear Simples

e Para encontrarmos os EMV do MLEG basta aplicarmos o procedimento de maxima
verossimilhanga nas equagoes 2.2.

e Primeiras derivadas em relacao aos parametros do modelo:

aL{ﬁmﬁlvoj} _ _i
850 02

n

= Z(yz — Bo — Prx;) =0

an(yi — Bo — Brx;) =0
=1

OL{ By, B1, 0%} 1 &
05 o? 2

= > (yi — Po— Prxy)x; =0

i=1

= Y it = (sz) Bo + (2%2) B
OL{ B, 51, 0%} n 1 zn:

Jo? o2 ot

e Das duas primeiras derivadas parciais extraimgstema de Equagcfes Normais

Sg = nho+ (X w) b
> yiri = (Z xz) Bo + (Z 5‘7@2) B
cuja solucao gera os EMV para o modelo:
5 oyt~ (Zyirw)/n _ X@i—T) Wi —¥) _ Say

Bo = 2 Y: —Blzxi :?—Blf
n n

e Note no caso desse modelo (MLEG), os EM3,(3;) s&o idénticos aos EQM,
b1).
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e Aplicando os EMV dos coeficientes de regressao na terceira derivada, obtemos o
EMV para variancia do erro e erro padrao da estimativa:

5’ = iZ(yz - Bo - Bﬂz‘)Q
\/:L Z(yz - BO - 31131')2

Q)
|

2.5.2 Inferéncia sobre os Parametros: Coeficientes de Regressao e
Variancia do Erro

e A funcéo de log-verossimilhan¢a negativa do MLEG (equacéao 2.2) pode ser
utilizada para fazer inferéncia sobre os parametros.

¢ Utilizando a verossimilhanca perfilada para variancia do erro obtemos:

Bo

Figura 2.9: Grafico de contorno para a funcéo de log-verossimilhanca negativa perfilada
(escala relativa) para as EMV dos coeficientes de regessao no exemplo do rio Tinga (vazao
em funcédo de precipitacdo). A linha sdlida em azul defiRegido de Verossimilhancde

razao 8 para os coeficientes de regressao.

2-79



ABORDAGEM DE VEROSSIMILHANCA 2.5. MODELO LINEAR SIMPLES

e Utilizando a verossimilhanca perfilada para construirmos um grafico para cada
coeficiente de regresséo temos:

a Relativa
10 12
Il

nca Negativ
gy

g-Verossimilhal
2 4
L L

Lo
0

lativ

ativa
8
Il

milhanca Ne
rnanga teg
Il

Log-Verossi
0 2
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Figura 2.10: Graficos da funcdo de log-verossimilhanca negativa perfilada (escala rela-
tiva) para a EMV do coeficiente datercepto (5,) e inclinacéo (3,) no exemplo do rio
Tinga (vazéo em funcao de precipitacdo). A linha tracejada em azul delfimerealo de
Verossimilhancade razéo 8 para o coeficiente de regresséo.

e Um analise cuidadosa do grafico de regido de verossimilhanca e dos graficos de
intervalo de confianca reveldio coincidénciajue existe entre regides e intervalos
de verossimilhanca (e de confianca).

e Uma das vantagens da abordagem da verossimilhanca é a aplicacdo da mesma
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metodologia para qualquer parametro.

Por exemplo, podemos construir um grafico para avaliar a qualidade com que o erro
padrao da estimativa est4 sendo estimado:

o

Figura 2.11: Gréficos da funcéo de log-verossimilhanca negativa estimada (escala relativa)
para a EMV do erro padréo da estimativd.(no exemplo do rio Tinga (vazdo em funcao
de precipitacdo). A linha tracejada em azul defimetervalo de Verossimilhancale razéo

8 para o coeficiente de regresséo.

¢ Note a assimetria do intervalo de verossimilhanga.de
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2.6 Aplicando o Modelo Linear Simples

2.6.1 Utilizando o Modelo para Inferéncia

e Ainferéncia baseada em verossimilhanca também pode ser utilizada na aplicacao
dos modelos ajustados.

e Toda inferéncia sobre parametros baseada na verossimilhanca parte da funcéo de
verossimilhanca, o que pode ser diferente da abordagem tradicional.

e Ja no caso de predicdo, inferéncia sobre variaveis aleatorias, a abordagem de
verossimilhanga né&o traz novidades.

2.6.2 Inferéncia sobre a Resposta Média

e Para utilizarmos a verossimilhanca para fazer inferéncia sobre a resposta média,
temos que lembrar que a resposta média @parémetro estimado (sem viés) pelo
valor ajustado:

e O estimador da resposta média pode ser visto como uma funcdo dos estimadores
dos coeficientes de regressao:
Uk = Bo + By,
sendo, portanto, um EML e, consequentemente, tém distribuicdo Gaussiana com
médiaE {Y |X = zk} e varianciavar{y;}.
e Assim, a funcéo de verossimilhanca para a resposta media é:

1

PO n n.,
L{y:|B0, B1,6%, X =z} = —In(27) + — In(Var{g,}) + —— (v — U)*
{0kl Bo, B K} 5 (2m) 5 (Var{g}) 2Var{gjk.}(yk Ur)

onde:
Var{g} = &

1 n (J?k — f)Q
n o S(x;—1T)?|
e Note que os Unicos elementos que variam nessa fungéo sédo

— x: valores condicionantes da variavel preditora, que geram alteracgg em

— y,: valores da variavel resposta sobre os quais se desejaldigr (ndo sdo
valores observados
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e Para obtermos a fungéo de log-verossimilhamedativa necessitamos subtair o
valor de minimo.

Se utilizarmos o ponto de minimo para todas observaces, através da expressao

L{Jk}r = L{Gx} — min {L{gx}},

obteremos o grafico 2.12, que mostra o ponto de minimo no encontro das médias
amostrais.

Esse grafico enfatiza que a verossimilhanca ndo € a mesma ao longo da reta de
regressao pois estamos trabalhando com uma amostra e, consequentemente, valores
préximos as médias amostrais sdo mais plausiveis.

Vazao (I/s)

-50 0 50 100 150 200 250 300

Precipitacdo (mm)

Figura 2.12: Log-Verossimilhanca para o MLEG fazendo o calculo ndo condicional, no
exemplo do rio Tinga.

e Entretanto, ndo é isso que geralmente queremos ao fazer inferéncia sobre a resposta
média.
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O que desejamos é uma inferéncia condiciondl & x;, assim a verossimilhanca
relativa deve ser tomada com o ponto de minimo para cadaaalor

L{Gc}r = L{Gx} — min {L{7:}| X =z} .
O resultao € o grafico 2.13 em que a verossimilhanca dinaipartir da reta de
regressao

As isolinhassugerem a forma de “um vale”, sendo que no fundo desse vale esta a
reta de regressdo, mas o vale fica mais estreito proximo ao ponto de encontro das
médias amostrais e se alarga a medida que se afasta desse ponto.

Vazao (I/s)
30 40 50 60

20

10

-50 0 50 100 150 200 250 300

Precipitacdo (mm)

Figura 2.13: Log-Verossimilhanca para o MLEG fazendo o calculo condicioAakaz,
no exemplo do rio Tinga.

e Para se obter o Intervalos de Verossimilhanga para um nivgl el particular,
basta aplicar a funcé@o de verossimilhanga para um nivel fiXo dex;
(gréfico 2.14).
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—-Vergssimilhanca Negativa
2 3 4 5

19

Lo

0

22 23 24 25 26 27
Vazao (I/s)

Figura 2.14: Grafico da log-verossimilhanca negativa para o MLEG fazendo o calculo
condicional aX = 100, no exemplo do rio Tinga. O Intervalo de Verossimilhanca apre-
sentado é para a razdo de 1:8 (diferenchge)).

2.6.3 Intervalos de Predicao para uma Nova Observacao

e No caso da predi¢do de uma nova observagéo, a abordagem € identica a ja vista.

e A predicdo de uma nova observacao pelo modelo implica em observar um nova
valor de uma variavel aleatéria Gaussiana com média

Yn = by + bixy,
e variancia ( )2
1 T — X
Var{j,) =% |1+ -+ 27 |,
{yh} g + n + Z(xz . T)Q
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¢ O intervalo de predi¢éo, no caso de um unico nivel da variavel preditora, sera
gerado a partir da distribuicdo Gaussiana (figura 2.15).

0.08
1

0.06
1

0.02
1

Densidade da Dist. Gaussiana
0.04

T T T ! T T T
0 10 20 30 40 50

Vazao (ls)

Figura 2.15: Grafico da distribuicdo Gaussiana para a predicdo de uma nova observacao
pelo MLEG para o nivel da varidvel preditaka= 100.

e No caso de observar a reta de regressao, os intervalos de priediigéauais
gerardo linhas praticamente paralelas a reta de regressao (figura 2.16).

e A mesma abordagem é valida para construir intervalos de predi¢do para a média
amostral den novas predicoes.
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Vazao (I/s)
30 40 50 60

20

10

-50 0 50 100 150 200 250 300
Precipitagdo (mm)

Figura 2.16: Grafico das linhas de intervalo de predicdo individuais, com base na dis-

tribuicdo Gaussiana para a predicdo de uma nova observacao pelo MLEG. Exemplo: rio
Tinga.

2.7 Verificando a Qualidade do Ajuste

2.7.1 Verossimilhanca do Modelo Ajustado

e Ao utilizarmos a abordagem da verossimilhanca no MLEG sempre utilizaremos os
EML para todos os parametros.

e OS EML implicam no ponto de maximo da funcéo de verossimilhanca (minimo da
log-verossimilhanca negativa).

e Para um dado modelo ajustado (digamos MLEG.1), a funcao de
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log-verossimilhanga negativa assume a forma:

L{MLEG.1} = max{L{f, 0. 0*Y.}} =L{f,B:.5%Y.}

n

L{MLEG.1} = %1n(27r) + gln(62) 4= S (yi — Bo — Bri)?

=2
20 ]

n n. o 1
=5 In(27) + 5 In(c7) + ﬁSQR

Mas como o EML para variancia do erro envolN@ R

A 1 & PPN SQR
012\4\/ = n Z(% — Bo — 51%’)2 = i
i=1
a expressao simplifica para:
n n SQR n
Al = = ~1 b
L{MLEG1} = & ln(2n)+ n( < ) +
n n n SQOR
L{MLEG.1} = gln(Qﬂ) + g - gln(n) + gln (SQR) .

¢ Note que para uma dada amostra o Unico termo que pode variar se diferentes
modelos forem aplicados a amostra € o termo que envalé@/a, pois todos os
demais dependem do tamanho da amostra

2.7.2 Qualidade do Ajuste e Razéo de Verossimilhanca

e Na abordagem tradicional vimos dois critérios para verificar a qualidade do ajuste
de um modelo linear:

Teste F: que utiliza a estatistica:

QMM SQM/1
QMR SQR/(n—2)

*

comparando-a contra a distribuicAccomy; = 1 ey, = n — 2 graus de
liberdade.
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Coeficiente de Determinacg&o:que quantifica a propor¢éo da variabilidade da
variavel resposta é explicada pelo modelo

o SQM - SQT
R"SQR"l SQR’

e Na abordagem da verossimilhanca, a comparacao se da através da razéo de
verossimilhanca, na qual comparamos duas hipétesesvis

e Como vimos, no modelo linear simples, o teBté equivalente a testar as hipoteses:

Hy:38.=0 contra H,: 01 #0.

e Essas duas hipéteses podem ser traduzidas em dois modelos.
Hipotese Alternativa: é o préprio MLEG, onde temos:
My : E{Y|X = a1} = By + Brxy,

no qual temos 3 parametras;, 5, € o>.
Hipotese Nula: € um modelo reduzido em relagédo ao MLEG:

no qual temos apenas dois parametfos:o?.
Nesse modelo reduzido, os EMV sao:

~ . D1 Vi o
Hypy = =Y
n

n

oMy = (yi - ﬁMV)2

1

S|

(2

e Podemos comparar esses modelos pela razéo de verossimilhanca (ou pela diferenca
da log-verossimilhanca negativa):

L{ M4}
A L{Mpy} — L{M4}
L{M,} = hmm+g—ﬁmm+gmw@ﬁ)

3N

In(27) + g — —1In(n) + g In (Z(yz — Bo — 31%)2)

In(27) + g — 5 In(n) + g In (SQRy1pc)

NI I] S
3N
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Lm@}::gm@w+g—4mm+gmwm@)
= Zmn)+ 2 - i) + S (S - 9)?)
= gln(27r) —+ g - = ln(n) + g In (SQTMLEg>
e Ou seja:

— aSQR do modelo)M 4 € a propria soma de quadrados do residuo do MLEG;
— aSQR do modelo reduzid/z € na verdade &Q7T do MLEG.

A diferenca da log-verossimilhanca negativa fica

L{Mg} — L{M,} = gln (SQTymrEc) — gln (SQRMLEG) = gln [ggﬂ '

Essa diferenca pode ser expressa em termos de estatistica

_ "y lSQM—i—SQR] n [SQM ]
=5l |

_ oy (29M
SOR > ™M sor *

SQT
SQOR

L{Mg} — L{Ms) = Zln[

n 1
= —1 Fr+1].
2n{n—2 +}

Também pode ser expressa em termo&tie

L{Mp} — L{M;} = gln [gg;]:—gln [?gﬂ

_ —gln[l—Rz].

Concluséo: na perspectiva da verossimilhanca,

— as duas estatisticas para verificar a qualidade do ajuste do modelo linear séo
analogas a razéo de verossimilhanca (ou diferenga da log-verossimilhanga
negativa);

— essas estatisticas comparam 2 modelos hierarquicos:

Modelo Completo: ondeg; # 0, e
Modelo Reduzido: ondes; = 0.
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2.7.3 O Critério de Akaike na Comparacao de Modelos

e A utilizacdo da razao da verossimilhanca ndo considera que os dois modelos sendo
comparados podem diferir bastante no nimero de parametros ajustados.

e Geralmente, espera-se que um modelo com mais parametros tende a apresentar um
ajuste melhor que um com menos parametros, pois 0s parametros sao os elementos
gue nos permitem explicar o comportamento dos dados.

e PeloPrincipio da Parsiméniaou Principio de Okhamentre dois modelos com
igual poder explicativo opta-se pelo modelo mais simples, i.e., com menor nimero
de parametros.

e Um critério baseado da log-verossimilhanca que considera o nUmero de parametros
€ oCritério de Informacédo de Akaike (AIC), que penaliza a log-verossimilhanca
com duas vézes o numero de parametros:

(2.3) AIC = —21n [£{6}] + 2p = 2L{6} + 2p

e No caso de um modelo linear ajustado, o AIC se torna:

AIC = 2L{MLEG} +2p
= nln27)+n—nln(n) +nln (SQR) + 2p.
e Se utilizarmos o AIC para comparar modelos hierarquicos, todos os termos relativos

ao tamanho da amostra)(podem ser eliminados, ficando apenas o termo
dependente da soma de quadrados do residuo:

(2.4) AIC =nln (SQR) + 2p.

2.7.4 AIC e Qualidade de Ajuste

¢ No caso do teste da qualidade de ajuste do modelo linear simples, o AIC seria
aplicado aos dois modelos:

AIC(MCOMPLETO) = nln (SQR) +6
A[O(MREDUZIDO) = nln (SQT) + 4

e Note que no modelo completo (modelo linear simples) temos o niumero de
parametro® = 3, pois 0s parametros séo os coeficientes de regresSsagi() e a
variancia do errod?).
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e Ja no modelo reduzido tempps= 2: 1 e o>
e A qualidade do ajuste deve ser analisada pela diferenca dos AICs:

Apyuste = AIC(Mgepuzipo) — AIC(McowmpLeTo)
= n[n(SQT) —In(SQR)] — 2

= nln [SQT] — 2

e A interpretacado diretada diferenca de AIC é geralmente utilizando um nivel
arbitrario para diferenca da log-verossimilhanigag)):

— ParaAayuste < 2 (= In(8)) os modelos completo e reduzidos podem ser
considerados igualmente plausiveis, i.e., 0 MLEG falhou em se ajustar.

— ParaAajuste > 2 (=~ In(8)) o modelo completo pode ser considerado superior
ao reduzido, i.e., o MLEG tem boa qualidade de ajuste.

e Como a abordagem da verossimilhanga@dicional ao dados e aos modelos sendo
comparadosao se interpretar ad/C' ou suas diferencas nenhuma referéncia é feita
ao tamanho da amostra)( ao numero de parametrgs ou a graus de liberdade.

e E interessante notar que é possivel estabelecer uma relacéo diretAgptie e o
valor deR? minimo necessario para se concluir que houve um bom ajuste:

AAJUSTE = —nln [1 - RQ} -2

R* = 1—exp {—4}
n

015 020 025 0.30
L L L L

0.10
L

0.05
L

T T
20 40 60 80 100
Tamanho de Amostra (n)
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2.8 Exemplo: Crescimento das Arvores Dominantes em
E. grandis

Relacéo entre a altura média das arvores dominantes (variavel resposta) e a idade (variavel
preditora) de povoamentos &e grandisno Estado de Sao Paulo.

Altura Media das bominantes (m)

3 4 5 6 7 8
Idade (anos)

e Algumas estatisticas:

n = 60; S (z; — T)? = 154.5698;
T = 5.368333; Y (yi —7)? = 759.7539;
7 = 20.85983; Sz —T)(ys — 7) = 277.8607.

e EMV do modelo linear simples@o = 11.209511, Bl = 1.797638 e 6% = 4.337681.

e |.V. para os EMV:
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¢ Inferéncia sobre a resposta média para idade de 5 anos:
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a Negativa
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—Verossimilhan
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e Qualidade do ajust&a;yste = 71.80741, ou seja, a qualidade de ajuste é muito boa.
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2.9 Exercicios

Para as situagOes abaixo, ajuste o MLEG encontrando:

e As EMV para os parametros.

e Os Intervalos de Verossimilhanca (razéo 8) para os coeficientes de regresséo (utilize
a Verossimilhanca Estimada).

e Os Intervalos de Confianca de 95% para os coeficientes de regresséo e compara com
os |.V..

e O Intervalo de Verossimilhanca (razéo 8) para a resposta meédia paspecificado
(utilize a Verossimilhanca Estimada).

¢ O Intervalo de Confianca de 95% para a resposta mediarpaspecificado e
compare com o V..

2.9-1. Relacao entre o diametro médio das arvores (variavel resposta,)ara idade
(variavel preditora, emnos) em povoamentos deucalyptus grandis

n = 60; S(x; — T)? = 154.5698;
T = 5.368333; S(y; —7)? = 101.9314;
y = 9.576167; S (z; —7)(y; —y) = 88.58172.

2.9-2. Relacdo entre o incremnto médio anual (variavel resposta,’ént!) e a idade
(variavel preditora, emnos) em povoamentos deucalyptus grandis

n = 60; (2 — T)? = 154.5698;
T = 5.368333; S(y; — 7)? = 1996.933;
7 = 22.46667; Sz —T)(y: — §) = 14.08667.

2.9-3. Relacao entre a turbidez (variavel respostal@itY) e a precipitacéo (variavel
preditora, emnm) no rio tinga.

n = 149; (2 — 7)? = 222707.8;
T = 40.43273; S (y; — 7)? = 1139.351;
7 = 3.087248; S(z: — Z)(y;i — §) = 415.3505.
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CAPITULO 3
M ISCELANEA SOBRE MODELOS LINEARES

Nesse capitulo trataremos de dois temas néo diretamente ligados entre si mas que sao
elementos importantes da utilizacdo do Modelo Linear simples:

e O teste ddalta de Ajuste
e aquestdo de quando a variavel preditora é estocastica; e

e a questdo de erros de mensuragao nas variaveis.

3.1 Teste da Falta de Ajuste

¢ O teste da falta de ajuste € uma maneira de verificar a pressuposicéo de que 0
modelo linear é verdadeiramente o modelo adequado para os dados.

e Ele sera definido em termos de comparacao de dois modelos:

1. o modelaeduzidoe
2. 0 modelccompleto

3.1.1 Modelo Reduzido

e Para aplicarmos o teste da falta de ajuste, assumiremos o0 MLEG deixando explicito
gue em cada nivel da preditord & ;) temos diversas repeticoes ).

— Modelo Linear:y;; = 8y + fiz; + €45

— Comportamento do errdz;;| X = z;) < N(0, o?);
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— Varidvel preditora X') é ndo-estocastica com niveis estabelecidos
i=1,2,...,m, e emcada nivel hA um numetprepetido de observacdes,
sendo o numero total de observacdes > ", n;.

— Nesse modelo, o nUmero de parametros (excluindo a variancia do erro) €
p=2.

e O modelo assim concebido sera considerado como modelo reduzido, pois os valores
esperados da variavel resposta em cada nivel da variavel preditora se alinham de
acordo com a reta de regressao:

E{Y|X = a;} = p; = Bo + B

Y

>
>

Xl X2 X3 Xm x

Figura 3.1: Modelo Linear Simples (MLEG) como um modelo reduzido, onde as médias
se alinha ao longo da reta de regressao.

e Ao ajustar o modelo pelo método de quadrados minimos (ou MMV) obtermos como
modelo ajustado:
Uij = bo + biw;,
ondeb, e b, sdo as EQM dos coeficientes de regressao.

e A variancia do erro nesse modelo sera estimada pela soma de quadrado de residuos:

SQRyrepuzivo = D D Wij — Ti)” = D> _(yi5 — by — bizy)?,

i=1j=1 i=1j=1
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gue é a propridd R do MLEG. Associados ess&) R temosn — 2 graus de
liberdade.

3.1.2 Modelo Completo

e O modelo completo € obtido retirando-se a restricdo de relacdo linear entre os
valores esperados da variavel resposta em cada nivel da variavel preditora.

e Em comparacdo com o MLEG, o modelo completo nesse caso é

— Modelo (ndo necessariamente lineag):= g(x;) + ¢;;;

— Comportamento do errdz;;| X = z;) Y N(0,0?);

— Varidvel preditora X') é ndo-estocastica com niveis estabelecidos
1=1,2,...,m.

— Afungéog(-) é desconhecida, podendo ser qualquer fungédo, de modo que a
Unica afirmacédo que podemos fazer sobre o modelo é:

— Nesse modelo, o numero de parametros (excluindo a variancia do erro) € igual
ao numero de niveis d€ que forem utilizadosin.

e Ajustando esse modelo pelo método de quadrados minimos (ou MMV) obtemos o
seguinte modelo ajustado:

Yij = Uiy
ondey, € a média amostral dé para cada um dos niveis dé
e A variancia do erro nesse modelo seré estimada pela soma de quadrado de residuos:
m N m Ny
=~ \2 —\2
SCQRy.compLeTo = Z Z(yw —Tij)” = Z Z(yu — 7))
i=1j=1 i=1j=1
Associados essé() R temos como graus de liberdade

m m

Z(ni—l):Zni—m:n—m.
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Yy

h

Xy X X Xm X

Figura 3.2: Modelo completo no teste da falta de ajuste, onde as médias seguem uma funcéo
desconhecida.

3.1.3 Relacgao entre Modelo Completo e Modelo Reduzido

e Ao analisarmos &(Q R do modelo reduzido em relagdo ao modelo completo
encontramos uma relagao importante entre esses modelos:

SQRy repuzibo = Z [Z/m z =

||M3

Z Yij — Yi + Y -7

S (T yl->+<@-—@i>]2

SQRyvRrepuzibo = Z (Y5 — yi>2 + Z Z (@ — @i)z

Note que
f: i (Yij —¥:) (W —Ui) = f: [(yz — i) Z (yij — y,)] =0

i=1j=1 i=1

pois> L, (yi; — ¥;) = 0 para todoj.
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e Assim aS(Q) R no modelo reduzido (MLEG) pode ser interpretada como tendo dois
componentes:

m Ny m Ny

SQRygrebuzioo = DD (Wij — 7.)” + D> Wi— bi)°

i=1j=1 i=1j=1

— 2 2 (Y — 7,)° é a soma de quadrados do residuardmlelo completg

gue é chamada dg@oma de Quadrados do Residuo P(6§Q) R P).
— X X (T — 7:)* é a soma de quadrados dos desvios do modelo reduzido
em relacdo aomodelo completo, que é chamadaStema de Quadrados da

Falta de AjustdSQF A).
e No contexto do modelo linear simples (MLEG) temos entéo que

SQR=SQRP+SQFA =  SQFA=SQR— SQRP.

¢ E importante notar a influéncia a nimero de observacées em cada niVelatwre
aSQFA:

S @ -0 =Y -0,

i=1j=1 i=1

ou seja, em cada nivel dé, a “falta de ajustéé poderada pelo nimero de
observacgdes.

3.1.4 Teste F para Falta de Ajuste

e Na abordagem estatistica do teste de hipoteses, a falta de ajuste € verificada
construindo-se um teste para as hipoteses:

Hy: E{Y|X=ux}=p =P+ bz
H, : E{Y|X =a;} = p; # Bo + Brz;

e No caso def, ser verdadeira, 8Q ' A sera bem pequena, mas no casdigdalsa
ela sera grande.

e Para construirmos um teste, devemos associar graus de libeydackeni as somas
de quadrados:

SQ Ry repuzpio = SQR = 9lmrepuzipo =1 — 2
SQ Ry compLeto = SQRP = gly.compLeETo =1 — M
SQFA=SQR— SQRP = glea=(n—2)—(n—m) =m —2
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e No contexto do MLEG, para cada soma de quadrados teremos uma estimativa de
variancia (quadrado médio):

SQR

QMR = p—
QMRP = SQRP
n—m
QMRFA = SQFA.
m— 2

e O valor esperado dessas variancias sao:

E{QMRP} = o°

E{QMFA} = o+ fjni(m—(ﬁwﬁlxi)f /(m —2)

e O QM RP ¢é o melhor estimador para a variancia do erro, independentemente de
gual modelo de regresséo € verdadeiro.

e No caso de€f, verdadeira, @) M F'A também é um bom estimador da variancia do
erro, poisu; = By + [1;.

e Paratestarmo#,, podemos comparar esses dois estimadores da variancia do erro
através da estatistica
QMFA  SQFA/(m —2)

Fo= QMRP ~ SQRP/(m—n)’

e SobH,, essa estatistica tera distribuigia@om (m — 2) graus de liberdade no
numerador €m — n) graus de liberdade no denominador, o0 que sugere a regra de
deciséo:

— SeF* > F(1 —a;m —2;m —n) = rejeita-seH,;
— SeF* < F(1 — a;m — 2;m — n) = nao se rejeitdd.

3.1.5 Faltade Ajuste pelo AIC

e Utilizando a abordagem da verossimilhanca os modelos completos e reduzidos
seriam comparados utilizando o AIC:

AIC{M.REDUZIDO} = nln(SQR)+ 2p
AIC{M.COMPLETO} = nln(SQRP)+2m
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e O teste da falta de ajuste é

Aearanuste = nIn(SQR)+2p —nln (SQRP) —2m

B SQR
nln (SQRP) +2(p—m)
B SQF
nln <1+ SQRP) +2(p—m)

o SeAramaauste = In(8) & 2 for fixado como nivel a partir do qual as diferencas
passam a ser consideradas marcantes, temos a seguinte relacéo

SQFA
2 > nln<1+SQRP>+2(p—m)
SQFA 2+2(p—m)
Sorp > e |

n =100

n =200

n =500

o Razao_OSQFA /_OSQRP o

N N o)) [ee]
>
1
(o)
o

0.0

T T T
0 10 20 30 40 50 60 70
Diferenca no Nimero de Parametros (m - p)

Figura 3.3: Grafico mostrando acomo ara ﬁ deve mudar em funcéo da diferenca do
namero de parametros entre 0 modelo completo e reduzido para razao de verossimilhanca

deln(s).
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3.1. TESTE DA FALTA DE AJUSTE

3.1.6 Exemplo: Altura Média das Arvores Dominantes enk. grandis

e Relacédo entre a altura média das arvores dominantegUma parcela) e a idade
do povoamento (anos) para povoamentoEdealyptus grandiga regiao central do

Estado de Sao Paulo.

e Arelacdo se mostra aparentemtemente linear:

1

18 20 22 24 26 28
1 1 1 1

1

1

Altura Média das Arvores Dominantes (m)
16

14
|

T T T

3 4 5

T

6 7 8

Idade (anos)

Figura 3.4: Relacdo entre a altura média das arvores dominantes e idade em povoamentos
deEucalyptus grandisa regido central do Estado de S&o Paulo. Linha azul: modelo linear
simples; linha vermelha: médias por classes de idade arredonda para ano; linha violeta:
médias por classes de idade arredonda para décimo de ano.

e TesteF da falta de ajuste:

FONTE DE gl Somade Quadrado F Prob.
VARIACAO Quadrados Médio r*>F
Modelo de Regressdo 1 499.49 499.49 111.31 44085
Residuos 58 260.26 4.49
Falta de Ajuste 4 18.582 4.6455 1.038 0.3962
Residuo Puro 54 241.68 4.48
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e Conclusao:nao se rejeitdd, do teste da falta de ajuste, i.e., ndo ha evidéncias
suficientes para dizer que o modelo linear ndo € apropriado.
e Comparacao dos modelos pelo AIC:

AIC{M.COMPLETO} = 331.2566
AIC{M.REDUZIDO} = 335.7011
AFALTAAJUSTE = 4.444489

Conclusédo: o modelo completo € superior ao modelo reduzido.

e Mas vejamos uma comparacéo de como foram definidas as classes de idade:
AIC{ARREDONDAMENTO 1} = 319.5352
AIC{ARREDONDAMENTOO0} = 331.2566

A rreponoavento = 11.72135
Conclusé&o: o modelo com arredondamento em décimo de ano € superior ao modelo

e Qual o problema do AIC?

Falta robustez! Basta uma observacédo equivocada para o modelo completo ser
superior ao modelo linear!

3.2 Variavel Preditora Estocastica

e Os modelos lineares simples discutidos até 0 momento sempre assumiam que a
variavel preditora € ndo estocastica, de modo que o unico efeito aleatério no modelo
provem do erro.

e Ao fazer a re-definicdo do MLEG sem a pressuposicad aéer fixo, podemos
tomar o modelo anterior fazendo cada propriedade dos erros condicional ao valores
observados da variavel preditotd & x) temos:

i = Po+ Pixi+e;
onde
E{c|lX=x}=0
Var{s|X = x} = o*
COV{EZ‘,&'Z‘} =0

(e]X =x) " N(0,0?)
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e Ao assumirmos que os modelos definidos até aqui sdo condicionais aos valores
observados da variavel preditot® & x), ndo ocorre nenhuma mudanca na forma
de obter os EQM (e também os EMV).

b(] = (b0|X:X)

by = (b1|X = X)
Var{by} = Var{b|X = x}
Var{t,} = Var{h|X =x}

e Vejamos como ficam as propriedades desses estimadores:

Estimadores N&o Viciados: para verificarmos isso basta tomarmos os valores
esperados em relagéo a variacao aleatoria da variavel predipra (

O valor esperado incondicional sera o valor esperado do valor esperado
condicional:

Ex{b} = E{E{bo|X=x}}=E{G} =05
Ex{b:} = E{E{lLX=x}}=E{B} =0

Variancia dos Estimadores: para encontrarmos a variancia € necessario considerar
a variabilidade da variavel preditora:

Varx {by} = Ex{Var{b|X =x}}+ Varx {E{b|X =x}}

_ By {02 le + Z(mxixﬂl } + Varx {6}

e el

Varx {bl} = Ex {Var{b1|X = X}} + Varx {E{b1|X = X}}

0_2

= Ex {w} + Varx {(:1}

9 1
= 0o EX{Z(% —:17)2}

Ou seja, a variancia depende do comportamento da variavel preditora, o que so
pode ser definido com pressuposi¢cdes adicionais.

Intervalos de Confianga: como calcular intervalos de confianca se a variancia dos
estimadores depende das propriedadex e
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A idéia de valore esperado considerando a variaga demo sendo o valor
esperado do valor esperado condicional pode ser aplicada a intervalos de
confianca (Rice, 1995):

Ex{IC()} = E{E{IC(3/X =x)}}
= E{(1-a)}

= 1-—oa.

Conclusaa mesmo nao conhecendo exatamente a variancia dos estimadores,
a coeficiente de confianca dos intervalos calculados com base na variancia
condicional continuam validos.

Qualidade dos Estimadores:foi mostrado que para variavel preditora ndo
estocastica, os EMQ séo os melhores estimadores para o MLEG.

Isso significa que condicionalmente aos valores observales x) os EQM
séo os melhores estimadores.

No caso da variavel preditora estocastica, os EQM sdo os melhores para cada
um dos conjuntos observaveis valoresXie, consequentemente, sao 0s
melhores estimadores quando variavel preditora é estocastica.

CONCLUSAO FINAL: o Teorema de Gauss continua valido no caso de variavel
preditora estocastica.

3.3 Erro de Mensuracao nas Variaveis

e Um outro aspecto que ainda nao foi abordado € a questéo de erros aleatérios de
mensuracgao nas variaveis preditora e resposta.

e Na area florestal, os erros de mensuracao sao considerados negligenciaveis e sao
geralmente ignorados no ajuste de modelos de regresséo. Entretanto é importante
conhecer as consequéncias da presenca de tais erros.

e \ejamos 0 que ocorre se as variaveis resposta e preditora forem medidas com erro
aleatério de mensuracao:

y=y"+v U'f\/N(O,UU>
r=a"+u umN(Oa2)
onde:

y* € a medida verdadeira da variavel resposta;
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v € 0 erro aleatério de mensuracgdo da variavel resposta;
x* é a medida verdadeira da variavel preditora; e
u € o erro aleatdrio de mensuracao da variavel preditora.

O MLEG nesse caso fica:

y = Bo+ " +e+wv
= [o+ izt 4"

ou seja, qualquer erro de mensuracao na variavel resposta pode ser absorvido pelo
termo do erro aleatorio, sendo valido a teoria desenvolvida até 0 momento.

No caso da variavel preditora a situacao se complica:

y = Bot e’ +e
= Bo+pi(r—u)+te
= fBo+ iz —Pu+te
= Bo+ bz +[e — Biu]
= [Oy+ fix+w

O problema nesse caso é que a variavel preditgra ¢ erro aleatérioy) ndo sado
independentes:

CoV{z,w} = CoV{z* + u,e — Bu} = — B0
Isso viola uma pressuposicao fundamental do modelo linear que é a independéncia

entre a variavel preditora e o comportamento do erro.

O resultado é que os EQM se tornam viciados (e os de EMV se tornam
inconsistentes) com viés proporcional a magnitude do erro de mensusdgao (

A solucao é utilizar um modelo que considere os erros de mensuragdo como parte
integrante do modelo, o qual tera a forma:

y = Po+ frx + 0u + «.
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3.4 Exercicios

Dados de povoamentos &eicalyptus grandisa regido central do Estado de S&o Paulo.

CLASSE IDADE DIAMETRO CLASSE IDADE DIAMETRO
DE IDADE (ANOS) MEDIO (CM) | DE IDADE (ANOS) MEDIO (CM)
3.0 3.1 6.89 6.0 5.9 8.43
3.0 31 8.48 6.0 5.9 10.37
3.0 3.1 7.74 6.0 5.9 9.54
3.0 3.1 7.26 6.0 5.9 9.08
3.0 3.1 7.81 6.0 5.9 9.71
3.0 3.1 7.44 6.0 5.9 8.92
3.0 3.1 9.03 6.0 5.9 11.01
3.0 31 8.62 6.0 5.8 11.53
3.0 3.1 7.54 6.0 5.8 10.36
3.0 3.1 7.70 6.0 5.8 10.61
4.0 4.0 7.84 7.0 6.6 8.89
4.0 4.0 9.59 7.0 6.6 10.70
4.0 4.0 8.62 7.0 6.6 9.85
4.0 4.0 8.16 7.0 6.6 9.40
4.0 4.0 8.90 7.0 6.6 10.04
4.0 4.0 8.21 7.0 6.6 9.23
4.0 4.0 10.15 7.0 6.6 11.33
4.0 3.9 10.66 7.0 6.6 11.96
4.0 3.9 9.47 7.0 6.6 10.96
4.0 3.9 9.81 7.0 6.6 11.23
5.0 4.8 7.98 8.0 7.9 9.39
5.0 4.8 9.73 8.0 7.9 11.36
5.0 4.8 8.91 8.0 7.8 10.53
5.0 4.8 8.42 8.0 7.8 9.91
5.0 4.8 9.16 8.0 7.8 10.45
5.0 4.8 8.26 8.0 7.9 9.57
5.0 4.8 10.18 8.0 7.9 11.64
5.0 4.8 10.94 8.0 7.9 12.26
5.0 4.8 9.71 8.0 7.9 11.38
5.0 4.8 10.12 8.0 7.9 11.60

=

Ajuste o MLEG para os dados acima.
Realize o testé’ da Qualidade do ajuste.

Realize o testé’ da Falta de ajuste.

WD

Construa um grafico com os dados e adicione o modelo reduzido (reta de regressao)
e 0 modelo completo do teste da falta de ajuste.
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5. Encontre os valores de AIC relacionados ao teste da falta de ajuste.
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CAPITULO 4
DIAGNOSTICO E MEDIDAS REMEDIADORAS

Toda a teoria apresentada assume que as pressuposi¢coes dos modelos lineares simples séao
realistas para o conjunto de observa¢cdes nos quais a andlise de regressao sera aplicada.
Embora tenham sido mostrados modelos com varios graus de exigéncia em termos de
pressuposicdes, o Modelo Linear de Erros Gaussianos é 0 que nos permite maior gama de
inferéncias. Ao aplicar esse modelo, entretanto, € prudente verificar se as pressuposi¢coes
assumidas sao de fato realistas para os dados em maos. Para isso discutiremos varias
técnicas daliagndstico

Frequentemente, algumas das pressuposi¢cdes néo séo realistas, tornando o modelo
inapropriado, mas algumas medidas podem ser tomadas para solucionar o problema.
Chamaremos tais medidas medidas remediadoras

4.1 Diagnosticos de Problemas nos Modelos Lineares

e A abordagem de diagndsticos priveligia a utilizacdo de gréaficos sobre testes e
andlises numéricas.

e Embora as pressuposi¢cfes sempre se refiram ao=gréinportante
familiarizar-se com o comportamento da variavel respdsja (

4.1.1 Diagnésticos envolvendo a Variavel Resposta

e O diagnéstico gréfico-visual do comportamento da variavel resposta envolve
geralmente a utilizacao dos gréficos:

gréafico de densidade:permite visualizar a forma da distribuicdo He
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gréafico de caixa (“box-plot”): investiga a forma da distribuicdo enfatizando os
guantis da distribuicdo (10., mediana, 30.), a distancia inter-quartil e
observacdes discrepantes.

gréfico cronolégico: busca detectar provaveis dependéncias temporais;

grafico ramo-folha(“stem-leaf”): graficonuméricoque permite analisar a forma
da distribuicéo e a presenca de observacdes discrepantes.

e O objetivo principal é detectar tendéncias relativas a

— assimetria;
— curtose; e
— observacoes discrepantes.

4.1.2 Exemplos de Diagndstico da Variavel Resposta
Exemplo 1: Relac&o Altura-Diametro em Arvores deE. saligna

A variavel altura apresenta certa assimetria a esquerda e o padrdo geral se distancia da
dist. Gaussiana.

Altura Total (m)
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*
. > Observagcoes
+ —— Discrepantes

*

Terceiro Quartil
_ E "

1.5 x Distancia Interquartil ou

Mediana

Observacao mais Extrema

X Primeiro Quartil

Figura 4.1: Figura que mostra a estrutura do grafico de cab@{plot). A caixa € de-

limitada pelo primeiro e terceiro quartil, tendo como a mediana como uma linha interior.

As linhas que saem da caixa se expandeni giévézes a distancia interquartil ou até a
observacao mais extrema. A partir dessa distancia, as observacfes sdo marcadas individ-
ualmente como observacdes discrepantes. O conceito de observacao discrepante pode ser
mudado alterando-se a distancia até onde a linhas se expandem. Para se representar também
o tamanho da amostra, a largura da caixa pode ser proporcional ao nimero de observacoes.
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O gréfico cronolégico ndo mostra nenhuma tendéncia marcante nos dados, indicando
auséncia de dependéncia temporal.
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Exemplo 2: Altura das Arvores Dominantes em Povoamentos dg. grandis

A altura média das arvores dominantes se mostra bastante simétrica e com curtose
adequada.

Altura Média das Arvores Dominantes (m)
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O gréfico revela a existéncia de tendéncia tempora fruto do fato dos dados resultarem de
parcelas que foram re-medidas ao longo do tempo, denotando assim o padréo de
crescimento dos povoamentos com a idade.

28

24
Il

26
I
—_ .
—
. —.
—_—

22
1
 —
e
[ —
E—
| *~,
.
hd ——e
.
.
~
,./1\-
—
>
e
| —
—
~
[
~

18

Altura Média das Arvores Dominantes (m)
20
Il
~—
Y
—
|
|
—
pa—
—

16
I
e
—,
-.\.
o\'.
o

14

0 10 20 30 40 50 60
Ordem das Observacdes

Exemplo 3: Vazdo Média (Quinzenal) do Rio Tinga (E.E. de Itatinga)

Os graficos mostram a presenca de duas observacfes discrepantes que impedem uma
analise mais criteriosa do comportamento da variavel vazao.
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Elimando-se as duas observacdes discrepantes, nota-se que a varidvel vazao tem forma
bastante assimétrica a esquerda, com tendéncia a platicurtose na regiao central dos valores.

Vazdo Média (I/s)
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Como os dados de vazéo séo de quinzenas sucessivas, a ordem dos dados representa uma
ordem cronoldgica e os dados mostram claramente uma dependéncia temporal.
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Exemplo 4: Volume de Arvores de Caixeta Tabebuia cassinoidgs

Os dados se referem ao volume comercial até o didametro de utilizacdodd& arvores
de caixeta.

A variavel resposta tem forte simetria a esquerda, mas nao parece apresentar problema de
curtose.

Volume Comercial até Diametro de 7cm (dm3)
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O gréfico do volume na ordem de observacao revela certa alternancia de valores grandes e
pequenos, mas ndo demonstra nenhum padréo de dependéncia temporal.
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4.1.3 O Residuo

e Para diagnodstico de problemas com as pressuposi¢cdes no modelo linear, o residuo é
o elemento fundamental pois ele representa a estimativa do termo de erro do
modelo, que é o elemento sobre qual as pressuposi¢des sdo colocadas.

¢ E importante, no entanto, manter bem clara a diferénca sgifeuo
€ =Y — Ui

e erro aleato6rio

e Note que a maneira de definir o residuo implica em:

residuo positivo: valor ajustadoy;) subestimao valor observadoy); e
residuo negativo: valor ajustado(;) superestimao valor observadoy).

PROPRIEDADES DO RESIDUO

¢ E importante lembrar que o processo de ajuste do modelo linear (Método de
Quadrados Minimos) impde ao residuo algumas propriedades.

e Isso deve ser considerado para ndo confundirmos tais propriedades com aquilo que
esperamos observar no residuo por ele ser um estimador do erro do modelo.

Média: como}_ e; = 0, temos que

Qualquer diferenca em relacdo ao valor nulo na média do residuo resulta de
erros de arredondamento.

Note que a pressuposicaos;} = 0, ndo pode ser verificada por essa via.
N&o independéncia: os residuos ndo sao independentes entre si, pois:

e =Y — Ui = Yi — (b + bizy),

ou seja, todos os residuos dependem das EQM para os coeficientes de
regressao.
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Associados ao residuo temagenasn — 2 graus de liberdade e sabemos que:

Z € = 0
Z €;xr; — 0
Z eyi = 0

Entretanto, os graus de liberdade-{ 2) em grandes amostras € praticamente
igual ao tamanho da amostra) (de modo que, na pratica, a dependéncia entre
residuos pode ser ignorada no diagnéstico do modelo linear, pois exerce muito
pouca influéncia sobre.

Variancia: a variancia do residuo é obtida através da soma de quadrados do

residuo:

Y(e;—€)? el  SQR
n—2  n—-2 n-—2
Ja vimos que o0 QMR € um estimador néo viciado da variancia do erro
(E{QMR} = o?).
Um outro aspecto que devemos notar € em cada niv&l,devariancia do

residuo continua sendo um bom estimador da variancia do erro, mesmo no
caso da variancia do erro nao ser constante:

Var{e;} = = QMR.

Var{e;|X =z} = E{e}|X =ui} — [E{ey|X = :}]?

= E{e?j|X = 952}
= E{5?j|X = xz}
= Var{e;|X = z;}
= 0‘.2

(2

RESIDUO PADRONIZADO

e As pressuposic¢des fundamentais do MLEG podem ser apresentadas na forma

& ng N<07 02)7

logo, podemos definir urarro padronizadgor

g — € &;
=—~ N(0,1).
—E =S N
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e De modo analogo, podemos definiresiduo padronizadopor
e, — € . €;
VOMR QMR

ou seja, no caso das pressuposicdes do MLEG serem realistas, o residuo
padronizado segue a distribuicde Student com — 2 graus de liberdade.

t(n - 2)7

¢ No caso de grandes amostras, podemos lan¢gar mao da aproximagao

€;
———~ N(0,1
QMR (0,1),

que implica que 95% das observacdes devem ter residucZsmti
aproximadamente (exatamente seria 1.96 e -1.96).

e Essa aproximacao estabelece um limite para encontarmos observagdes com residuo
discrepante.

4.1.4 Diagnostico através da Analise do Residuo

Uma série de problemas envolvendo o modelo linear, inclusive violagbes das
pressuposicdes, podem ser diagnosticados atraves da analise do residuo:

1. Arelacdo entre variavel resposta e variavel preditora ndo € linear.
2. Avariancia do erro nao é constanteieroscedasticidagle

3. Os erros nao séo independentes.
4

. O modelo se ajusta bem a maioria das observacdes, com excecao de algumas
observacdes discrepantes.

o

O erro néo tem distribuicdo Gaussiana.

6. Uma ou mais variaveis preditoras importantes foram omitidas do modelo (modelo
linear multiplo).

O diagndstico do residuos é realizado através de uma série de graficos:

e Gréficos de disperséo do residuo contra os valores ajustados.

e Gréfico do residuo em ordem cronolégica de observagéot oue x (1,2,...,n).
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e Gréficos de dispersao do residuo contra variaveis preditoras que foram omitidas do
modelo.

e Grafico de caixal{ox plo) do residuo, particularmente quando comparamos o
comportamento do residuo em diferergab-grupos

e Grafico Quantil-quantil: quantis empiricos do residuo contra os quantis tedricos
assumindo a distribuicdo Gaussiana.

GRAFICO DE DISPERSAO DO RESIDUO CONTRA OS VALORES AJUSTADOS

e O gréfico de dispersao do residuo contra os valores ajustados permite avaliar os
seguintes aspectos do modelo linear:

— arelagdo entre variavel resposta e variavel preditora ndo é linear;
— heteroscedasticidade;
— magnitude do erro de predicdo em observacodes indiiduais.

e Exemplo do padrao experado para o gréafico de dispersao do residuo:

— faixa retangular de largura constante centrada no eixo das abscissas)(eixo-
— a densidade de pontos se reduz a medida que se distancia da eixo-

Residuo

Valor Ajustado
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e Exemplos do que pode acontecer quando a relacao entre variavel resposta e variavel
preditora n&o € linear:
2
Yi = Bo + Brzi + Poxi + &

40 60 80 100 120
1

Variavel Resposta

20

5 10 15 20 25 30 35 40
Variavel Preditora

30 A

-30 4

20 40 60 80
Valor Ajustado
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yi = Bo + i ln(x;) +&;

o |
™
ot
3
aQ
(7]
(0]
pea
©
>
@
S
> S
o J
T T T T T T T T
5 10 15 20 25 30 35 40
Variavel Preditora
15

_15 |

14 16 18 20 22
Valor Ajustado
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In(y;) = Bo + iz + ¢

Variavel Resposta
0 10 20 30
Il

-10

5 10 15 20 25 30 35 40
Variavel Preditora

30 A

20 A

Residuo

_20 |

-30 4

5 10 15 20
Valor Ajustado
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In(y;) = Bo + 1 In(x;) + &

Variavel Resposta
100 150 200 250 300
Il Il Il Il Il

50

5 10 15 20 25 30 35 40
Variavel Preditora

60

Residuo

-20 4

T T
50 100 150 200 250
Valor Ajustado
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e Exemplos do que pode acontecer quando a relacao entre variavel resposta e variavel
preditora ndo linear, mas a variancia nao é constante:

Var{Ei} =kux;

200 +

100

Residuo

—-200

10 20 30 40
Valor Ajustado

Var{&i} =k (]_/l‘z)

-1.0

10 20 30 40
Valor Ajustado
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GRAFICO DE DISPERSAO DO PESIDUO PADRONIZADO

Aspectos a Estudar: o grafico de disperséo do residuo padronizado contra a variavel
respostas permite observar 0s seguintes aspectos do modelo linear:

e arelacao entre variavel resposta e variavel preditora ndo € linear;
¢ heteroscedasticidade;
e detectar observacdes discrepantes.

Exemplo: Altura das Arvores Dominantes effn grandis

e Como o tamanho da amostraé= 60, espera-se que o numero de observagdes
com residuo padronizado acimaldeseja:

P(|Z] >2) x 60 ~ 0.05 x 60 = 3.

e Observa-se no gréafico 3 observacdes além do lifpjte@ que sugere que tais
observacdes ndo séo discrepantes.

2 fres e e ® ]
°
° . .
1- ¢ )
97 e . . .
S °® °
’é‘ Py ®
5 °
Ro . * °
o [ ] ® )
e ° $
A=) $ i ° ®
2 o H ) °,
0:_17 [ J ® ° [
[ ] 'Y J
) ® : )
) R
T T T I
18 20 22 24

Valor Ajustado
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Exemplo: Relag&o entre Volume Comercial e Volume Cilindrico em arvores de caixeta
(Tabebuia cassinoidgs

e Como o tamanho da amostraé= 313, espera-se que o numero de
observagbes com residuo padronizado acima|dseja:

0.05 x 313 = 15.65 ~ 16.

e Observa-se no gréfico 16 observacdes além do lifpite

e No entanto observa-se mais 3 observacdes além do |iit® niamero de
observacdes que se espera acima desse limite é:

P(|Z| > 4) x 313 = (6.334248 x 107°) x 313 = 0.01982620 ~ 0.
Isso indica que de fato as observagdes séo discrepantes!

Residuo Padronizado

T T T T T I
0 200 400 600 800 1000 1200
Valor Ajustado

GRAFICO CRONOLOGICO

Objetivo: o objetivo de grafar o residuo contra a ordem cronolégica dos dados ou contar
a sequéncia das observacde2(. .., n) € tentar detectar dependéncias temporais
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gue possam violar a pressuposicao de independéncia do erro.
Exemplo: Altura Média das Arvores Dominantes éngrandis

e No caso da altura média foi detectado um padréo temporal na variavel
resposta.

e Mas ao se ajustar o modelo, esse padréo ndo se apresenta no residuo
padronizado.

Residuo Padronizado
o
(@]

Sequéncia das Observacgdes (1 a n)

Exemplo: Vazdo média quinzenal do rio Tinga em funcéo da precipitacdo na E.E. de
Itatinga.

e Foi detectado um padrdo temporal bem claro na variavel resposta: por tratar-se
de quinzenas sucessivas.

e Detecta-se no residuo padronizado duas observacfes extremamente
discrepantes.
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10

Residuo Padronizado

T
0 50 100 150
Sequéncia das Observacgbes (1 a n)

e Ignorando-se as observacoes discrepantes, nota-se que o residuo padronizado
mantem um padréo de peridiocidade nos seus valores positivos e negativos
revelando a presenca de dependéncia temporal nos dados.

1.0
™ o
05 - A
'(_3 o o 58 ? Q ?
g oO OKO ? IO\OJ ] 9 | (o) It 1 o
S I | Q
Do) [Eesiltlelaal [ o | T | A'l? all f
oo el T
-E o OO/O o) @500%/\/ \‘ Oo/Oélo%@o/ 0% 50 [0
2 5 o | eo e \o’goo 5o |
o ° | ¢
0.5 - ° ° © ° o ] °
o o o
© o
o
_1.04
0 50 100 150

Sequéncia das Observacdes (1 a n)
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GRAFICO QUANTIL-QUANTIL PARA DISTRIBUICAO DO RESIDUO

Grafico Quantil-Quantil para Distribuicdo Gaussiana: compara 0s quantis empiricos
do residuo contra os quantis tedricos que se espera assumindo que o erro tem
distribuicdo Gassiana.

Quantis empiricos do residuo:ordena-se o residuo em ordem crescente, sendo que cada
valor observado ordenadyg, é definido como sendo o quantii&'Mquantil.

Quantis tedricos: utilizando a fungéo de distribuicdo Gaussiahé )), obtem-se o
i€SIMOquantil tedrico pela expressio

| 0.375
- i (212
0 =Ve R{ n+ 0.25

Graéfico: grafa-seZ}; (nas abscissas) contg (nas ordenadas). Se o erro segue a
distribuicdo Gaussiana, os quantis devem se alinhar ao longo de uma reta.

Exemplo Tedrico: Distribuicdo Gaussiana com tamanho de amosttal00.

[ = N
o o o o
| | | I

Quantis Empiricos do Residuo

|
N
o
|

-2 -1 0 1 2
Quantis Tedricos da Distribuicdo Gaussiana
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Exemplo Teorico: Distribuicdo Gaussiana com tamanho de amostral000.

N
o
1

=
o
1

Quantis Empiricos do Residuo
S o
Il Il

|
N
o
L

-2 -1 0 1 2
Quantis Tedricos da Distribuicdo Gaussiana

Exemplo Tedrico: distribuicdo assimétrica a direita & 1000).

Lo
(‘Q -
o ]
o 6 -
(V? -
o
o
>
0 T
o B4
@
CEE S
c O (%)
fo] o
b S 24
c W =
o o
Q ©° £
L
9! 1 % 0 4
© <
>
To) o
O_ -
o -2
o
Q | _ o) @
© T T T T T T T T T T T T T T
-4 -2 0 2 4 6 8 -3 2 -1 0 1 2 3
Residuo Quantis Tedricos da Distribuicdo Gaussial
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Exemplo Tedrico: distribuicdo assimétrica a esquerda=£ 1000).

0.15 0.20 0.25
1 1 1

Densidade

0.10
|

Quantis Empiricos do Residuo

0.05
1

0.00
1

- - o

T T T T T T T T T

T T T T T
-8 6 4 -2 0 2 4 -3 -2 -1 0 1 2 3
Residuo Quantis Teodricos da Distribuicdo Gaussia

Exemplo Tedrico: distribuicdo truncada a esquerda=£ 1000).
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—
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Residuo Quantis Teodricos da Distribuicdo Gaussia
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Exemplo Tedrico: distribuicdo leptocurtica{ = 10000) produzida pel@ontaminacaale
distribuicdo Gaussian&0%G(0, 5) + 20%G (0, 15).

60

3 | o
S S
[0
(@]
g40 4
& | S
g © 3
2 X9
© o
© ©
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o I | 8
k] : =
S © 5 0-
2 £
% o
o 2
8 5201
>
° &
40 -
g . o
© T T T T T T T T T T
-40 -20 0 20 40 -4 -2 0 2 4
Residuo Quantis Tedricos da Distribuigdo Gaussia
Exemplo Tedrico: distribuicdo platocurticar{ = 10000).
(¢}
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—
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Residuo Quantis Tedricos da Distribuicdo Gaussia
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GRAFICO DA RAIZ QUADRADA DO RESIDUO ABSOLUTO

e Embora o grafico de disperséo do residuo contra valor ajustado permita verificar o
problema de heteroscedasticidade, esse problema é mais eficientemente investigado

fazendo o grafico da raiz do residuo absolqtd)e(\) contra o valor ajustado.

Exemplo: Volume de Arvores de Caixetdgbebuia cassinoidgsVariancia crescente
com o valor ajustado.

15

Jiel

T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200
Valor Ajustado

GRAFICO DE CAIXA DO RESIDUO

e O gréfico de caixakoxplo) nos permite verificar a distribuicdo de uma variavel
aleatéria.

e Isso € particularmente Gtil quando queremos estudar o comportamento do residuo
em diferentesub-gruposio conjunto de dados que estamos analisando.

e Nesse caso interessa comparar o0 comportamento do residuo em sub-grupos do
conjunto de dados, mostrando como o0 modelo ajustado se comporta em diferentes
situacOes de aplicacéo.

Exemplo: Volume de Arvores de Caixetdgbebuia cassinoidgs
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Comportamento do residuo do modelo por Municipio da area de estudo.
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Comportamento do residuo do modelo por regides da area de estudo.
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4.2 Medidas Remediadoras nos Modelos Lineares

Quando realizamos uma andlise de regresséao e detectamos problemas no modelo linear
simples, em Ultima andlise gostariamos de tomar medidas que corrigissem estes
problemas (medidas remediadoras).

4.2.1 Visdo Geral de Problemas e Medidas Remediadoras

Relacéo funcional entre variavel resposta e preditora ndo € lineaNesse caso
podemos:

e Procurar transformacdes da variavel resposta e/ou a variavel preditora, para
verificar se a relacéo linear se estabelece numa outra escala, como na escala
logaritmica, por exemplo.

e Entrar com novo termo no modelo: a variavel preditora na forma quadratica ou
cubica.

Isso corresponde a introduzir novas variaveis preditoras no modelo,
tornando-o um modelo linear maltiplo.

e Abandonar o modelo linear simples e buscar um modelo n&o-linear.

Os erros nao sdo independentedNao ha medida remediadora para esse problema.

A Unica solucéo é aplicar modelos que incorporrem a dependéncia na estrutura dos
erros, utilizando dMétodo de Quadrados Minimos Generalizados

Heteroscedasticidade.Duas medidas sdo possiveis:

e Se avarianciaaria de modo sistematiate acordo com a variavel preditora,
pode se utilizar Método dos Quadrados Minimos PonderadogRegressao
Ponderada).

e E possivel também buscar uma transformac&o dos dados (variavel resposta)
para estabilizar a variancia.

Os erros nao seguem a distribuicdo GaussiangdComo ja vimos, esse € um problema
menor, pois podemos construir muitas inferéncias Gteis sem assumir essa
pressuposicao.
Se a distribuicdo Gaussiana for fundamental para a analise, a Unica medida € buscar
transformacdes dos dados (variavel resposta) para estabilizar a vagigecaa
erros Gaussianos.

4-137



DIAGNOSTICO EMEDIDAS REMEDIADORAS 4.2. MEDIDAS REMEDIADORAS

Frequientemente isso ndo é possiveBolucdo nesse caso é utilizar modelos ndo
Gaussianos, ou sejlodelos Lineares Generalizados

EXEMPLO CLASSICO ENVOLVENDO HETEROCEDASTICIDADE E DIST.
GAUSSIANA

e Os dois conjuntos de dados abaixo sugerem uma relagéo funcional semelhante entre
XeY:

E{yz} = fo l’iﬁl-

Dados A y Dados B

300 4

100 -

40 50 60 70 80 90 100 40 50 60 70 80 90 100
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e Transformando esse modelo para escala logaritmica temos:
E{ln(y)} In(3) + Bi In(;)
E{y’y = 5+ buz;

e Mas 0 que ocorre com a estrutura dos erros quando ajustamos o0 modelo na escala

logaritmica ?
yi = Bt i+l = yi=foal e

onde
el =In(g;) = & =exp(e))
ef ~ Gaussian@, 0?) = &; ~ Lognormal

e Como ficam os dados com a transformacéo logaritimica?

Dados A Dados B

log(Y) log(Y)

“o‘__? @djdgo% @ Y

4‘.2 4‘.4 4‘.8 3.8 4.0 4.2 4‘.4 4.6
log(X) log(X)

3.8 4.0
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Conclusao

e Se 0s erros tém distribuicdmgnormal e sdamultiplicativos, entdo o modelo é
yi = Do $?1 €

A transformacéo logaritimica

(a) homogeniza a variancia dos erros e
(b) normaliza a distribuicéo dos erros.

Esse modelo deve ser ajustado na forma do modelo linear simples

In(y;) = B+ Biln(z;) + In(e;)
yi = By + By + g

e Se 0 modelo verdadeiro for:
yi:ﬁoxfl—i-&‘i g; ~ N(0,0%)
a solucao é utilizaregresséo néo-linear
e Se 0 modelo verdadeiro for:

yi = Bo i + & g ~ N(0,2]"0%)

a solucdo @éegressdo nao-linear ponderada

4.2.2 Transformacgdes em Modelos Lineares

e As transformacfes sdo medidas remediadorapgdemsolucionar varios
problemas dos modelos lineares.

Transformacdes da Variavel Preditora

e Se 0 Unico problema no modelo € que a relagdo funcional ndo se apresenta linear
maso erro apresenta homocedasticidade e distribuicdo Gaussiana,

entdoa solucdo éranformar apenas a variavel preditora
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e Se a estrutura do erro é adequada, qualquer transformacao na variavel resposta
alterara a estrutura do erro.

e Algumas transformacdes comumente realizadas na variavel preditora:
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1.0 4

y =exp(-Bux)

o
o
1

%)sta
o
I

o
~
1

y=Bu(1/x)

Variavel Res

o
N
1

0.0

T
20 40 60 80 100
Variavel Preditora

Transformacdes da Variavel Resposta

¢ Quando o modelo apresenta problema de heteroscedasticidade e os erros ndo
seguem a distribuicdo Gaussiaaatdoa variavel respost@m que ser
transformada.

e Alguns aspectos a considerar ao transformar a variavel resposta sao:

1. As transformacdes mais comuns sao:

Y* = VY
Y* = log.(Y)
1
Y = —
Y

2. Atransformacao para outras escala pode ser devida a consideracgdes teoricas.

Por exemplo: a transformacéo logaritimicald@nplica que a taxa de
mudanca € proporcional ao tamanhode

day

— = kY
dt
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3.

4.

ay

7
1
4y = / ¢
/Yd [ kd
log(Y) = kt+c
IOg(Y) = bo—f—blt
Y = e
Y = o

Apos a transformacéo, devemos voltar aos graficos de diagnoéstico do residuo e
verificar se o remedio fafetivo.

As transformagodes que estabilizam a variancia quando esta muda de acordo
comE{Y} s&o:
ol < E{Y;} = Y =VY
o x E{Y;} = Y*=log(Y)
1

Quando a variavel resposta é transforméatdgs os testes e inferéncias sédo
realizados na&scala transformada

Para os I.C. e I.P. serem interpretaveis, eles devem ser convertidos de volta a
escala original.

4.3 Regressao Linear Ponderada

A regressao linear ponderada é a técnica mais utilizada para se contornar o problema de
heteroscedasticidade nos dados.

4.3.1 Quadrados Minimos Ponderados

e Javimos que as EQM sao obtidas minimizando a funcédo da soma de quadrados do
residuo

n

Q= Z(yi - Go — 51901')2-

i=1
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e No Método de Quadrados Minimo®idinarios) todas as observa¢des tém igual
importancia na minimizagao dg.

e Podemos generalizar a idéia do método de quadrados minimos considerando a
possibilidade de que a importancia das observac¢des individuais ndo € a mesma.

e Assim podemos crirar uma funcdo 8ema de Quadrados Ponderada do
Residua

Qu = sz(% — Bo — 51961')2-
=1
ondew; é o peso dado a cada observacéo individual (, 2, ..., n).

e A minimizacao de&?,, em relacdo aos coeficientes de regressae (3;) resulta
numSistema de Equacfes Normais Ponderado

Z wiy; = bo Z w; + by Z (o
Z wiry; = bo Z w;r; + by Z w;x]

cuja a solucéo gera &stimativas de Quadrados Minimos Ponderado§EQMP):

S wirsy; — [( wirs) (3 wiys) /)

S T (S w ]
b — WY b > Wik;
0 - > w; ! Yow;

4.3.2 Ponderacdo como Transformacéo do Modelo

e A ponderacao da Soma de Quadrados do Residuo implica numa transformacao do
modelo original.

e O modelo linear simples apropriado para ponderacao é o MLEG, mas com erro
heteroscedatico:

2
Y = Bo + Bz + & (ei] X = x;) ~ N(0, o7)
onde a variancia do erro € proporcional a uma poténcia da variavel resposta
Var{e;| X = z;} = 022 = 02(:102”),

sendor? o parametro da varianciare a poténcia adequadara para se estabelecer a
proporcionalidade.
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e Nesse caso, 0s pesos adequados para 0s o método de quadrados minimos
ponderados deve ser o inverso de uma poténcia da variavel reposta:

1

o = o*(a") = Wi =
7

¢ A funcdo da soma de quadrados ponderada se torna:

wi(yi — Bo — 51%‘)2

Lm(yi — B0 — Biw;)?

Z;

vi 1 o \2
e — ﬁ[) - /811>
( m/2 x';n/2 xzn/2

7

Qw:

-

-
I
—

-
I
—

I

Il

8

1

()

e Portanto, minimizar),, acima é equivalente a aplicar o método de quadrados
minimos ordinarios ao modeltir{ear multiplo)
Yi 1 Z; g;
= fo + 5 +
m/2 z;n/2 93';”/2 [Em/2

7 7

r_ % 1 . /
vi = Boxy + BTy g

e Se 0 erro no modelo originat{) era heteroscedastico, o erro no modelo
transformadod) tem variancia constante

g~ N(0,0%2]") = ¢ = xfnzﬂ ~ N(0,0%).

7
e Concluséao:

— Quadrados minimos ponderados implica numa transformacéo da escala da
variavel resposta.

— Para se corrigir heteroscedasticidade é freqiientemente necessario testar
diversos valores de: (w; = z; ™), para se encontrar o peso que de fato
homogeniza as variancias.

— Em geral testa-se valores na amplituderde- —4,...,0,...,4, sendon =0
€ 0 modelo ndo ponderado.

— O teste é realizado vizualmente analisando-se

x 0 grafico de disperséo do residuo ou
x 0 grafico de disperséo da raiz do residuo absoluto.
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4.3.3 Exemplo de Regressdo Ponderada: Volume de Arvores de
Caixeta Tabebuia Cassionoides

Efeito da ponderacédo no ajuste do volume comercial em funcéo do volume cilindrico
(modelo de Spurr).

m=0

T T T T T T
0 200 600 1000 0 200 600 1000
Valor Ajustado Valor Ajustado

T T
1000 0 200 600 1000

T
0 200 600
Valor Ajustado Valor Ajustado
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CAPITULO 5
REGRESSAOLINEAR POR MATRIZES

5.1 O Modelo Linear Simples

5.1.1 Representacéo do Sistema de Equacdes

e O modelo de regresséao linear simples de erros Gaussianos (MLEG) tem a forma de
uma equacéo indexada

Yi = PBo + B + &
ondes; ¢ N(0,02).

¢ Aindexacao da equacao representa na verdadestema de equacgdes

y1 = Po+ bz + e hn 1 = €1
= 1 =z 5

Y2 = Bo + Prr2 + €2 N y.2 — | .2 Bo I .2
: : : 61 :

y”l = ﬁo + ﬁlxn + Z‘:n yn 1 Tn €n

e Em notacdo matricial, 0 modelo de regresséo linear simples de erros Gaussianos
(MLEG) pode ser expresso como

y=XB+e¢
onde;:

y € o vetor da variavel resposta;
B é o vetor dos coefcientes de regressao;
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e é o vetor dos erros aleatorios;

X é a matrix que contém a variavl preditora, sendo chamadaadiex de
delineamenta

Note que na matrix de delineamento, a primeira colunmé&etor unitario
assim ela pode ser vista como a juncao de dois vetores:

X = [1 Xl]

5.1.2 Estimativa de Quadrados Minimos

e Os estimadores de quadrados minimos séo encontrados solucionado o sitema de
Equacdes Normais:

bon +o1 Y =2y N nooyx bo | | Xy
boXx; +biYa? =Y xy Sap Ya? by || Xz

0 qual em notag&o matricial fica

X'Xb = X'y

e A solucéo do sistema é obtida pré-multiplicando o sistemaXex]

X'Xb = X'y
[X'X]'X'Xb = [X'X]'X'y
Ib = [X'X]'X'y
b = [X'X] X'y

e Esta solucédo é a mesma obtida pelos métodos da algebra convencional.

X'X = [ n sz‘|

Y Y}
XX| = nYa? - (Ta) =nY (@ -2
~1-1 0 ; Zx? _in
X'X] HZ(%—)Q[_Z% " 1
il L Tya? 3, 2 Yi
(X'X] Xy = nz(xi_xy[—in n 1[2%%1




REGRESSAOLINEAR PORMATRIZES 5.2. MODELO LINEAR MULTIPLO

STy — ST Y XY
=T DY+ Yoy,

_ ZDC DY — DT )Ty
N Tl — DT D Yi
)

( (v —9)

= b= (xz_x)
~ b CYEYy -y ()P — (D) v
0= —
ny (x; —T)?
b iy — (Cz)* Y y) — (Cm vy — (Cx)* X )
0= —
ny(z; —T)?
b Ca? - (Cr)) Ty (i - wmy) D
T Y(w - 1) n Y(x; —T)? n

= by=7— T

5.2 O Modelo Linear Mdultiplo

5.2.1 Sistema de Equacbes

e Os modelos lineares multiplos compdem sistemas de equacdes com diversas
variaveis preditoras

p
Yi = Bo + Bz + Baio + -+ Bpip + & = Bo + D Bjwij + &5
=1

e Todos os modelos de regressao linear, seja simples ou multipla, podem ser
representados na forma matricial por

U1 1 T11 T12 T1p €1

v = bo 1 + 5 x:m + B2 x:22 +-+ 5 $:2p + 62

Yn 1 $;L1 27;12 x;w En
y = XB+e¢
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¢ A forma matricial do modelo linear mostra que cada observacédo da variavel
resposta € modelada como uommbinacao lineardas variaveis preditoras
(colunas da matrix de delineamentogis o erro aleatorio.

e Os vetores e matrizes que compdem o modelo linear sao:

n
., Yy

Vetor da Variavel Resposta =Yy = .2

L Yn |

Bo
A

Vetor dos Coeficientes de Regressas (3 =

5, |

Matrix das Variaveis Preditoras = X =[lix;xy - X,

1 11 T12 T13 ... Tip

1z x x R
(Matrix de Delineamento) =X = 21 422 423 2p

1 @y T2 g ... Ty

€1

, . €2
Vetor dos Erros Aleatorios =€ =

€n

5.2.2 Valores Ajustado e Residuos

e De forma analoga ao modelo linear simples, no modelo linear mdltiplo, o valor
esperado da variavel resposta € dado pela combinacéo linear das variaveis preditoras
para cada nivel especifico delas:

E{Y’Xl = xkl,Xg = XK,y ... ,Xp = .l’kp}
=E{ys} = Do+ bixi + Boxpa + - - + Bpip.

e Em notacdo matricial, diremos que o vetor de valores esperados € um produto
matricial:
E{Y|X} =Xg.
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REGRESSAOLINEAR PORMATRIZES 5.2. MODELO LINEAR MULTIPLO

e Se encontrarmos estimativas para os coeficientes de regressao
b' = [bo by by - -+ by,
entdo ovalor ajustadoé definido como

o~

Yy, = bo + blxﬂ + b2$i2 + -+ bpl’ip.

Que em notacgdo matricial € traduzido pe&tor de valores ajustados

21 1 11 T19 T,

ol 1 T e N Rl N B

Un 1 x;ﬂ x;ﬂ Tnp
§ — Xb.

¢ O residuo é definido como diferenca entre valor observado e valor ajustado:

€1 Y1 — 1 W (0
~ €3 Yo — Yo Yo Yo ~
eZ:yl—yl = e = : e : e : - : :y—y

5.2.3 Estimativas de Quadrados Minimos

e As estimativas de Quadrados Minimos sdo encontradas a partir da funSamda
de Quadrado do Residuo

SQR = Ze? = ee = (y —y)/e :y/e_yle

= Yy-2yy+yy
= ¥y —2(Xb)y + (Xb)'(Xb)

= yy—-2b'X'y + b’X’Xb
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e Para encontrar as estimativas & necessario encontrar a primeira derivada em relacdo
aos parametros, igualar a zero e ressolver o sistema:

JSQR
— = 22X 2X'Xb =0
b y+
= X'Xb=Xy
e Esse é o propri®istema de Equactes Normpera um modelo linear multiplo em
notacao matricial.

e Num modelo linear comp variaveis preditoras o sistema fica:

n > T > Tio > T3 D D bo > Yi
DTl D 93,21 DoTaTip DTz v D Li1Zip by > Tl
DoTip Do TppTin D l’?g DTz Y Li2Zip by > Tiol
X frng
STz S TisTa Y TisTiz Y. T cee DTy b3 2o Ti3Yi
L Do Tip 2 TipTit D TipTia D TipTig - D, l’?p L by | | D Tip¥i |

e Note que a matrixX’'X) € uma matrixsimetrica.
e A solucao do Sistema de Equacdes Normais é
b= [X'X]"'Xy.
Ou seja: sO havera solucéao se:

— A matrix inversaX'X] " existir.
— O que implica que a matrigX'X) deve ter posto completo.
— O que implica que a matriX deve ter posto completo.
— O que implica que as colunas Bedevem ser linearmente independentes.
— O que implica quas variaveis preditoras devem ser linearmente

independentes

e Para que tenhamos certeza que a solugéo resulta num ponto de minimo da funcéo da
Soma de Quadrados do Residuo devemos olhar a segunda derivada:
D?SQR
—— =2X'X.
0b?

A solugéo é de minimo se:
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— (X'X) > 0.
— O que implica que a matrigX'X) deve sedefinida positiva
— O que implica que todos auto-valores(@&X) devem ser positivos.

5.2.4 Matrix de Projecéo

A apresentacao das EQM nos permite redefinir, em termos matriciais, o vetor de valores
ajustados e o vetor de residuos:

Valor Ajustado: vimos que é dado por um produto matricial
y = Xb=X[X'X] 'Xy.
e Definiremos comdatrix de Projecdo (“hat matrix) a matrix
P = X[X'X]'X/,

de forma que o vetor de valores ajustados pode ser definida pelo produto
matricial
y =Py.
e A matrix de projecdo € uma matrix
— de ordem(n x n)
X XX X
(nxp) (pxp) (pxn)
— simétrica
P = (X[X'X]'X') = X[X'X]'X' =P
— idempotente
PP = (X[X'X]'X')(X[X'X] "X
X[X'X]H(X'X) [X'X]'X!
= X[X'X]'X
P

e A matrix de projecdo nos sera muito util na analise de regressao e diagnostico
dos residuos.
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Residuo: o vetor dos residuos foi definido como o vetor das diferencas entre valor
observado e valor ajustado:

e y—y
y — Py
= (I-P)y
= My

e A matrix M também é uma matrix especial, pois ela é
— de ordem(n x n);

— simétrica
M=I-P)=I'-P =1-P=M;
— idempotente
MM = (I-P)(I-P)
= I-PI-I-P)P
(I-P)— (IP — PP)
= (I-P)—(P-P)
= I-P
= M

5.3 A Regressédo como Projecéao no Espaco Vetorial

5.3.1 Ortogonalidade das Matrized e M

e As matrizesP e M sédo ortogonais:

MP=(I-P)P=IP-PP=P—-P=0.

e A ortogonalidade implica que o espaco vetorial gerado pelas colurlagde
“perpendicular” ao espaco vetorial gerado pelas colunad/tle

5.3.2 Leido Cosseno

e A Lei do Cossenalefine o angulo entre dois vetores.
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Segunda !
Coordenada
b — \Y
U, — u
0
Ve |
\l/l dl Primeira

Coordenada
Figura 5.1: llustracéo da lei do cosseno que define o angulo entre dois veteras:
e No espaco bi-dimensional a figura 5.1 ilustra a relagéo entre as coordenadas de dois
vetores e o0 angulo formado entre eles.

¢ No caso do espaco bi-dimensional, a Lei do Cosseno se fundamenta nas seguintes
definicbes trigopnométricas:

cos(fy) = z—l cos(fy) = %
sin(fy) = 2—2 sin(fy) = %

ondelL, e L, sao os comprimentos dos vetores v, respectivamente, e na relacao

cos(f) = cos(fy — 0y) = cos(fy) cos(6y) + sin(6y ) sin(6,,).

e Assim, o cosseno do angulo formado pelos vetores é obtido por

(%1 Ui (%) U9 VU] + VU
0= () () () () =
s =g, )\ ), Luls
e Expressando o cosseno do angulo em termos vetoriais temos:

vu !

vu
ANl Vv Ve

gue é a Lei do Cosseno, sendo valida para vetorestedimensdes.

cos(6)
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Segunda !
Coordenada

Primeira
Coordenada

Figura 5.2: llustracéo da projecao do vetosobre o veton.

5.3.3 Projecao de Vetores

e Afigura 5.2 ilustra a projecéo do vetorsobre o veton num espaco vetorial
bi-dimensional.

e Pela Lei do Cosseno, o comprimento da projegéeé

[u*|| = Ly cos(6) = Ly (

v + vqu) v'u
L,L,

uu

e Como a projecam* e o vetoru estdo alinhados, a projecéo € um multiplo escalar
desse:
. ||u*|| v'u/vu'u v'u
u" =ku= u=|—F—|u= u
[|ull u'u u'u

5.3.4 Valor Ajustado e Residuo como Projecdes Vetoriais

e O modelo linear também pode ser entendido como uma projecao vetorial.

e Afigura 5.3 ilustra essa projecéo vetorial num espaco tridimensional (apenas trés
observacdes), com duas variaveis preditoxggvetor unitario) ex;.
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e O vetor dos valores ajustados
y=Py=X[XX"Xy

é interpretado como jarojecao vetorialdo vetor da variavel resposta sobrespaco
vetorial gerado pelas colunas da matrix de delineamégith

e O vetor dos residuos
e=My=[-Ply=[I-XXX "Xy

€ a projecao do vetor da variavel resposta sol@spaco vetoriaperpendicularao
epaco vetorial gerado pelas colunas da maxrix

Espaco Vetorial gerado
pelas ColunasdaMatrix X

Segunda !
Coordenada y

>

Primeira
Coordenada

Terceira Coordenada

Figura 5.3: llustracdo da projecao vetorial do vetor de observagdesobre o espaco
gerado pelas colunas da matrix de delineameXfo (
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5.3.5 Propriedades Vetoriais do Modelo Linear

Decomposicdo da Soma de Quadradosa abordagem vetorial ilustra bem a
decomposicao ddoma de Quadrados Totale., a variabilidade da variavel
resposta:

e=y—-y = y = y+te

yll? = 1¥II>+ llel]?
Yy = yy+ee
Yy —n@)?® = 33 -—n(@)?+ee

~I~

1 1
Yy —n(=y'i)’ = y'y—n(=yi)?’+¢ee
n n
1 1
yly — —ylii'y = y1y - —¥ii'y + e
n n
1 1
y'I——illy = y[I—--iily +eée
n n
y/Moy — S\,/MOS\/_ + ele
yM’y = b'X'M°Xb + €'e
Nessa expressao temos:

o yYM’y = > (y; — 7)? é a Soma de Quadrados Total (SQT);

e ¢'e =Y ¢? é a Soma de Quadrado do Residuo (SQR), i.e., a variabilitiale
explicadapelo modelo;

e b’X'M’Xb é a Soma de Quadrados do Modelo (SQM), i.e., a variabilidade
explicadapelo modelo;

SQT = SQM + SQR

Vetor do Residuo é perpendicular ao espacgo gerado pelas colunas da mxatrix

Xe = X'(y-9)

= Xy-XYy

— X'y — X'Xb

= Xy - X'X(XX'X'y)
= X'y -Xly

= 0
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Vetor do Residuo é perpendicular ao vetor do valor ajutado:

1~

ey = (y-y)'y

= yy-vyy

y' Py — (Py)Py
= y'Py —yP'Py
= y'Py —yPy
=0

5.4 O Modelo Linear Multiplo Gaussiano

e O modelo linear multiplo foi visto até do ponto de vista matricial apenas, mas
acrescentando-se o erro aleatério com distribuicdo Gaussiano veremos que o
modelo linear multiplo tem as mesmas propriedades estatisticas ja vistas para o
modelo linear simples.

5.4.1 Erros Esféricos

e O componente do erro no Modelo Linear Multiplo Gaussiano € freqientemente
chamado derros esféricopois as propriedades de independéncia e
homoscedasticidade é apresentada de forma matricial.

e Ja foi visto que:
— Os erros de valor esperado nulo

E{ci|X =2,} =0 paratoda =1,2,...,n.

No caso do modelo multiplo generalizaremos a condic&o para os niveis de
todas variaveis preditoras

E{s|X} =0 paratoda =1,2,...,n.
— Os erros sdo homoscedaticos e idependentes

Var{e;|X = 2;} = o paratodd =1,2,...,n;
CoV{e;, ;| X =x;} = 0 paratoda # j.
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e Assim, a matrix de covariancia do erro tera forma:

E{ec'|X}

E{ec'|X}

e Como cada termo do erro tem distribuicdo Gaussiana

(£:/X) ~ N(0,0%)

[ E{€1€1’X} E{€1€2|X}
E{e0e1|X} E{e2e2|X}

| E{e.e1|X} E{e,e0X}

(o2 0 -+ 0

0 o -+ 0
L 0 0 --- o2
0?1

paratoda =1,2,...

E {51€n’X}
E{e9e,|X}

E{c,e,|X}

7n7

o termo do erro sera composta composto por uma distribuicdo Gaussiana

multivariada

(€]X) ~ N(0,0°1).
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CAPITULO 6

INTERPRETACAO E INFERENCIA NO MODELO
LINEAR MULTIPLO

6.1 Modelo Linear Mutliplo de Erros Esfericos

O modelo linear multiplo modela a variavel resposta em fungéo de diversas variaveis
preditoras.

Vejamos em detalhes a sua estrutura:
Modelo na Forma Indexada:
Yi = Bo + Brza + Botig + - + By + & parai = 1,2,...,n.
Modelo na Forma Matricial:
y =X +e,
onde

y € o vetor da variavel resposta;

X € a matrix das variaveis preditoras, matrix de delineamento;
3 é o vetor dos coeficientes de regressao a serem estimados; e
€ € o vetor do erro aleatorio.

Pressuposicao 1:a relacao funcional linear'@erdadeira”, i.e., a relacéo
y=XB+e

representa o fendmeno sendo modelado de modo realista.
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Pressuposicéo 2:a matrix de delineamento
X =[ix1x2 X
€ uma matrix de ordem x (p + 1) sendo que:

a) n > (p+ 1), i.e., 0 nimero de observagfes é maior que o numero de variaveis
preditoras. De preferéncia bem maior!

b) posta X) = (p+ 1), i.e., a matrix de delineamento é uma matrix de posto
completo.

Essa pressuposicao € necessaria para que o Sistema de Equacdes Normais tenha
solucédo Uunica.

Pressuposicéo 3:dada a matriXX, o erro tem valor esperado nulo:
E{|X} =0 = E{e|X}=0.
Isso implica que
e cada observacéo deé independente de todas as varidveis preditoras:
Cov{e;, X} =0;

e mesmo para matrix de delineamenX)(estocéastica, o valor esperado do erro
é nulo:
E{e} = Ex{E{e[X}} = Ex {0} = 0;

e 0 valor esperado da variavel resposta é
E{ylIX} =Xg.

Pressuposicdo 4:0s erros sdesféricos i.e., homoscedaticos e independentes
(n&o-correlacionados):

Var{e;|X} = o7, i=1,2,...,n

COV{€Z‘,€]'} = 0, 1 7é 7.
e Na notacdo matricial temos

Var{e|X} = E{ee'|X} =0T
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e Erros esféricos implica a independénerare erros, i.e., entre observacdes, o
gue equivale a afirmar a auséncia de qualquer forma de autocorrelagao
(temporal, espacial, etc.).

Pressuposicao 5:as variaveis preditoragio sdo estocastica
e O que foi assumido para o Modelo Linear Simples € generalizado para todas
variaveis preditoras no Modelo Linear Mdultiplo.

e Essa pressuposigcao € essencialmente uma conveniéncia para simplificar as
demonstracdes, uma vez que para varios resultados elas pode ser relaxada.

e Somente em situacoegperimentai® que € possivel garantir totalmente que
as variaveis preditoras serdo de fato ndo-estocasticas.

Pressuposicéo 6:0s erros tém distribuicdo Gaussiana Multivariada, setor de medias
nulo e matrix de variancia-covariancia iguat4:

elX ~ N (0,0°1)

e Essa pressuposicao € necessaria para garantir que as inferéncias realizadas
(teste de hipoteses e intervalos de confianga) sejatas

Resumindo as pressuposi¢cdes em notacdo matematica sintética temos:

=

y =XB+e;

X € uma matrix: x p de post;
E{e|X} =0;

E{ee'|X} = 07T,

X é uma matrix ndo-estocastica;

o o M w DN

e[X ~ N (0,0°1).

6.2 Interpretacao do Modelo Linear Multiplo (MLM)

O MLM por envolver diversas variaveis preditoras, permite diversas formas de aplicacao
relativas a relacéo funcional.
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6.2.1 Modelo comp Variaveis Preditoras Distintas

e O MLM Geral assume que cada variavel preditora é distinta das demais.

e Tomandor;, = 1, 0 MLM pode ser expresso por

Yi = BoTio + frxin + -+ BpTip + &

Nesse modelo, a relacéo funcional é

E{Y|Xo=1,X1=ok1,....,Xp = Tpp} = Boxro + b1k + -+ + BpTiyp

O numero de variaveis preditoras define casos particulares.

Sep = 1, temos
E{Y|Xo=1,X| =211} = Bo + Bizm

gue é o modelo linear simples, onde a interpretacdo geométrica da relacional
funcional & de uma reta no espaco bidimensidhal; ).

Sep = 2, temos
E{Y|Xo=1,X1 =21, Xo = 2p2} = o + B1%p1 + Boio
— Nesse caso, a relacao funcional representalamo no espaco tridimensional
<Y7 X17 X2)
— Esse plano é chamado deperficie resposteou superficie de regressao
— Alinterpetag&o dos coeficientes de regressao fica:

[o: intercepto, i.e., ponto no eixo-y que intercepta a superficie resposta
(plano).
E{Y|X0 - 1,X1 - O,XQ - O} - /60.

(,: alteracdo na variavel resposta ocasionadagitdeacéo de uma unidade
na variavelX;, quandoX, permanece constante:

E{Y‘XO == 1,X1 = k,X2 = ku} —_
—E{Y|Xo=1,X;=(k+1),Xo =z} =
= (Bo + Bu(k) + Bowra) — (Bo + Bu(k + 1) + Bazra)
= 51

E a “inclinacdd’ das projecées das retas da superficie resposta sobre o
plano(Y, X}).
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(5: alteracdo na variavel resposta ocasionadagldeacao de uma unidade
na variavelX,, quandoX; permanece constante.

E a “inclinacad’ das projecées das retas da superficie resposta sobre o
plano(Y, X3).

— Essa interpretacéo € limitada e deve ser utilizada com cautela, pois na pratica
geralmente temos

COV{Xl, XQ} 7é 0,

logo, ndo é possivel alteraf; e manterX, constante.

e Se tivermog variaveis preditoras, temos a superficie resposta formada pelo
hiper-plano defindo por
E{Y|X0 =1, X1 =xp, ... 7Xp = xkp} = Bo+ i + -+ +ﬁpxkp
no espacdp + 1)-dimensionaly, X, Xo, ..., X,).

— A interpretacdo dos coeficientes é analoga e também dever ser realizada com
cautela.
— [y € o intercepto.

— [3; € alteragdo na variavel resposta ocasionadagteleacéo de uma unidade
na variavelX;, quando todas as demais variaveis preditofagk # ;)
permanecem constantes.

6.2.2 Modelos Polinomias

e Modelo polinomiais sdo baseadmsma Unicavariavel preditora, mas expressa a
relacdo funcional na forma de um polinémio:

p = €aordem do polinbmio
X, = X*
E{Y|X =z} = fo+bwxi+ fox} + Bsz] + - + Bpaf

e Ainterpretacao dos coeficientes de regressao se baseia na interpretacdo das
constantes de um polinédmio.

e Exemplo:p = 2 implica numa parabola:

E{Y|X =z} = Bo+ lixi+ 62%2
By = intercepto
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(> = concavidade da parabola
= [} > 0 parab. convexa
=[5, < 0 parab. cbncova
xr = Y = Vvértice da paraboja
20,
362 +4 L. o i
Y= 3Pt + 4Pl = maximo ou minimo da parabola

403

6.2.3 Modelos de Interacéo

e A variavel resposta € modeada em funcao de algumas variaveis preditoras e da
interacao entre elas.

Exemplo de duas variaveis preditoras:

E{Y|Xi =zq,Xo =20} = [o+ bizi + Boxio + Bs(xiaxi2).

Para se realizar o ajuste do modelo, a interagdo entra no modelo como uma terceira
variavel preditoraX; = X; Xs:

E{Y|Xi =21, Xo =20, X3 = i3 = zpxin} = o+ brxin + Poio + P3is.

Em termos da variaveis preditoras originais temos um espaco tridimensional
(Y, X1, X3), mas a superficie resposta ndo é mais um plano devido a interag&o.

Para deixar mais claro@nceito de interacdosejamos alguns casos dos modelos
de interacdo com duas variaveis:

Modelo de Efeitos Aditivos Sem Interacéo:
E{Y|X) =24, Xo =20} = Bo+ Bizi + Patio.

A superficie resposta € um plano, cuja projecéo no pl&nd;) resulta em
retas paralelas

E{Y|Xi =24, Xo =2} = (Bo+ fozia) + frxi,

ParaX, = k
E{Y|Xi =24, Xo=k} = (Bo+ Pok)+ Biza
= B+ fiza.
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Figura 6.1: Interpretacdo geométrica do modelo de efeitos adgemsnteracao
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Modelo de Efeitos Aditivos Com Interagao:
E{Y|Xi =24, Xo =20} = [Bo+ Bixi + Batia + Bs(i1%i2).

A superficie respostado € um plano, pois a superficie seufva” devido a
interacao.

As projecdes de retas da superficie resposta no glen¥, ) resulta enretas
nao-paralelas

E{Y|Xi =zn,Xo =2} = (bo+ faziz) + (61 + Bsxiz) Ta,

ParaX, =k
E{Y|X1 =21, Xo =k} = (Bo+ Bek)+ (Br+ Bsk) zi
= B+ Biwa.
Ainclinacéo de cada reta projetada depende dos valora&s .de
e Os modelos de interagédo cdnvariaveis preditoras implicam em diferentes ordens
de interacdo o que torna a sua interpretacdo muito complexa.
Exemplo: efeitos aditivos de 3 varidveis preditoras e todas as interacdes:

E{Y} =00+ biva + Pawia + Baiz+ (efeitos principais)
+B4(xinwio) + Bs(xinwis) + Be(Tiowis)+ (interacdes duplas)
+07(TiTio®i3) (interacao tripla)

e Os modelos de interagdo podem incluir efeitos polinomias, aumentando ainda mais
a sua complexidade:

E{Y} =0+ (intercepto)
+B1241 + Poxd+ (efeito principal 1)
+05Ti2 + Paxh+ (efeito principal 2)
+05 (o) (interagdo de primeira ordem)
+06(xh i) + Br(zinad) (interacdes de primeira por segunda ordem)
+Bs (2 2%) (interacbes de segunda ordem)
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100
X2=6
80 -
X2=4
60 -
>
X2=2
40
”o. /
0 2 4 6 8 10

Figura 6.2: Interpretacdo geométrica do modelo de efeitos ad@mmsinteracaa
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800

600

~ 400

700

600 4

X2=2

X2=4
400 4

X2=6
300

Figura 6.3: Interpretacdo geométrica do modelo de efeitos addmmsinteracaa
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e O aumento da complexidade dos modelos polinomiais e polinomiais de interagao
freqientemente resulta em problemas sérios de ajuste, devido a existéncia de
correlagaoentre as variaveis preditorasilticolinearidadg.

e A Unica forma de contornar completamente esse problema é através de
delineamentos experimentais que gerem uma matrix de delineaorérgonal
i.e., as variaveis preditoras ndo sao correlacionadas.

6.2.4 Modelos de Variaveis Transformadas

Frequentemente o MLM é uma simples aproximacgdo para relacfes ndo-lineares.

O Modelo Log-Linear é um exemplo de relacao multiplicativa que, apos a transformacéo
logaritmica, se torna linear:

P
y = eﬁOxfleQ ---xgpeazeﬁonxf’“ea

k=1

In(y) = fo+ filn(zy) + Boln(xs) + -+ + By In(x,) + ¢

O Modelo Exponencial Multiplicativo é um modelo que também pode ser aproximada
pelo MLM atravées de uma transformagéo logaritmica:

y = ehehn g g — e [ ol
k=1
In(y) = Bo+ filn(zy) + Boln(xs) + -+ + By In(x,) + ¢

O Modelo Inverso € uma relacdo ndo-linear que pode ser aproximado pela
transformacéao da variavel resposta

1
y =
ﬁﬂ‘i‘ﬁlxl_"ﬁ%f?“'”'_"ﬁpxp_"g
1
; = Bo+ Bixi + Boxa + -+ Bpxp + €
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6.3 Inferéncia no Modelo Linear Mutliplo Gaussiano

6.3.1 Estimativas de Maxima Verossimilhanca

e Como assumimos quaX ~ N(0,02I), tempos que
E{y} = E{XB+e}=Xp

Cov{y} = Cov{XB3+e} = Cov{e} = o’

Logo, temos que
yIX ~ N(XB,0°l),
ou seja, a variavel resposta tem distribuicdo Gaussiana Multivariada.

e A funcéo de verossimilhanca da Gaussiana Multivariada nesse caso é a propria
funcéo de densidade da distribuicdo Guassiana Multivariada, pois a nossa amostra
consiste de um Unico vetor de observacdes:

—n/2 1
L£{B,0%} = (27702) / exp [—

202

(y =X8)'(y —XB)|.

Note que

n

(y - Xﬁ)/(y - Xﬁ) = Z(yz — Bo — Biwi1 — PoTip — -+ — ﬁpxip)2-

i=1

e Para encontrar as EMV dos coeficientes de regresséo € melhor utilizar a funcéo de
log-verossimilhanca que &

L{8,0%} = 2 Inm) - 2 In(o?) — 5 (v — XB)'(y — XB),

2
cuja derivada parcial em relacao aos coeficientes é igual a
aL{ﬁa 02} 1 a
= y-X3 =0

X8 =
(Sistema de Equacdes Normais) X'X3 = X'y

(Estimativas de Maxima Verossimilhanga) 3 = (X'X)'X'y

Note que os EMV sao idénticos aos EQM!
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e Para estimar a variancia do erro temos

0L 2 1 . .
Vb iy XBY(y ~XB) =0
1 1 _, -
~ 202 {—n * 202 (y=XB)(y -XB)| =0

? = ly-XP)(y - XB)

Z(yz - Bo - Blflfil - 625512 — Bpﬂfip)z
i=1

6.3.2 Inferéncia sobre os Coeficientes de Regressao

e As demonstracdes acima apresentam as EMV (e as EQM) combinacdes
linearesdo vetor da variavel resposta.

b= (X'X)'Xy.

Portanto, s¢ tem distribuicdo Gaussiana Multivariada 0 mesmo acontecgxcom

Mas qual o valor esperado e a variancia-covarianciate

Primeiramente vejamos uma expressao alternativalpara
b = (X'X) X'y
= (X'X) ' X/'(XB+e)
= B+ (X'X) 'Xe

O valor esperado, portanto, é
E{b} = E{B+ (X'X)'X'e}

= B+ (X'X)'X'E{e}
= .

A variancia fica

Var{b} = Var{B+ (X'X) 'X'e}
Var{(X'X) 'X'e}
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= (X'X)"'X'Var{e}X(X'X)™"
= (X'X)'X/ () X(X'X) !
= Z2(X'X) ' X'X(X'X)!
= o(X'X)"!

e Logo, as EMV (e as EQM) sao
b~ N(B,0*(X'X) ™).

e Para estimarmos a varianciald@&ecessitamos apenas de uma estimativa para a
variancia do erro. Como ela é estimada pelt/ R temos

Var{b} = QMR (X'X)"".

e Para obtermos a variancia da estimativa de um coeficiente de regresséo pagticular
basta estrair 096!MOelemento da diagonal principal da matrix de
variancia-covariancia:

Var{b;} = QMR [(X'X)™"| .

e Com base nesses resultados, podemos construir Intervalos de Confianca de
(1 — «)100% para cada uma das estimativas dos coeficientes de regresséao:

be £ t(1 — a/2:n — p— 1)\/ Var{b:},

ondet(l — a/2;n — p) — 1 € o quantil(1 — «/2) da distribuigdd de Student com
(n —p — 1) graus de liberdade.

e Note que o modelo multiplo posspivariavel preditoras, mas s&p+ 1)
coeficientes de regressao, pois include o intercefo (

e Para testarmos a hipotese nula
Hy : B = Bro,

utilizamos a estatistica
b — Bro

v Var{b.}

que sobH, segue a distribuicdbde Student conin — p — 1) graus de liberade.

tr =
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e No caso de inferéncia simultanea, o fatobdpossuir distribuicdo Gaussiana
Multivariada, nos permite definir uma Regi&do de Confiancélde «)100% através
da expressao

(b—B)(X'X) (b —B)
< M — 1) —
ondeF' (1 — a;p;n —p— 1) é o quantil(1 — «) da distribuicaa?” comp graus de
liberdade no numerador(@ — p — 1) graus de liberdade no denominador.

¢ Intervalos de Confianca Simultaneos(de- «)100% podem ser construidos
utilizando o Método de Bonferoni:

be + B/ Var{b,},

ondeB =t(1 — «/(2g),n — p — 1) e g € numero de intervalos simultaneos.

6.3.3 Inferéncia sobre Resposta Média e Predicao

e Umadunicaresposta média para uma nova observagao das variaveis preditoras pode
ser definida como um produto vetorial interno:

1
Th1
Vetor da nova observagdo: x; = | Zn2
L Tho |
T
b
Resposta Média: 7, = x,’b= [ 1 xp1 Tpa - Ty by
| by |

e A notacdo matricial nos permite encontrar uetor de respostas média, basta que
as novas observagdes sejam organizadas nas linhas de uma matrix de novas

observacgdes:
1 21 212 -+ T1p
. - 1 @91 @woo - Top
Matrix dem novas observacdes: X, =
1 Tm1i Tm2 *° Tmp

Vetor de Respostas Médias: y, = X;b
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e Uma vez que a resposta média € uma estimativa, seu vetor de valores esperados sera

E{yn} = E{X;b}
= X,E{b}
= Xh/Ba

sendo portanto uma estimativa ndo-viciada da superficie de regressao.

e A variancia do vetor de respostas médias é obtida por
Var{yn} = Var{X;b}

= X Var{b} Xh/

= X (*(X'X)) X

= o (Xu(X'X) X))
e Note queVar{yy} é uma matrix de variancia-covariancia de ordemx m).
e Essa matrix é estimada por

Var{yn} = QMR (Xu(X'X)'X,'),

e a variancia de uma resposta média em particgjaré(obtida extraindo-se o
keslmoelemento da diagonal da matrix acima

Var{ji} = QMR [Xy(X'X)"'X)/]

kk

e O vetor de respostas meédias € também uma combinacao linear do vetor da variavel
reposta

Yo =X, b =X,(X'’X) X'y
portanto
Yo~ N (X}ﬁ, o’ [Xh(X,X)_IXh/]) .

e Esses resultados permitem a construcéo dos Intervalos de Confianca na forma

U £t(1 —a/2;n—p— 1)/ Var{gs}.
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e No caso de inferéncia simultaneas, podemos tanto utilizar o Método de Bonferoni
quanto utilizarmos a Banda de Confianga pelo Método Working-Hotteling:

U £ W/ Var{y.}

onde

W:\/(p—i-l)F(l—a;p;n—p—l).

e No caso depredi¢cdes sabemos que o vetor de predicdo sera igual ao vetor das
respostas médias, mas a variancia deve incluir a incerteza sobre onde esta a
superficie de regressao e a incerteza intrinseca a variavel resposta que possui
variancia igual a?I.

Assim, a variancia do vetor de predicdes €
yn = o’T+0” [X,(X'X)7'X)/]
= o? [T+ X,(X'X) 7' X/
gue pode ser estimada por
Var{gn} = QMR [T+X,(X'X)"'X,],

sendo que a variancia de uma predicdo em particjusera dada peloSgimo
elemento da diagonal dessa matrix

Var{ji} = QMR [1+X,(X'X)"'X,/| .

e Portanto, odntervalos de Predicdode (1 — a)100% de probabilidade s&o obtidos

por
e (1 —a/2;n —p— 1)/ Var{g}.
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6.4 Qualidade do Ajuste no Modelo Linear Multiplo

6.4.1 Testel" do Modelo

e Ja foi visto que a variabilidade da variavel resposta, media na forma de soma de
guadrados, pode ser desdobrada em dois compontentes:

SQT = SQM +SQR
Z(yi -y’ = YL@ —-9)? + Z(yz —7;)?
i=1

=1
e Em notacdo matricial esse desdobramento € obtido por
SQT = SQM +SQR
yM’y = y'Py +y'My
yM’% = y'Py +y'(I-P)y
e Associados a cada soma de quadrados temos o0s seus graus de liberdade, o que nos
permite obter os quadrados médios:

Quadrado Médio do Modelo: QMM = QM
p
Quadrado Médio do Residuo: QMM = QR T
n—p-—

e Esses quadrados médios séo estimativas da variancia do erro
E{QMR} = o°
E{QMM} = o*+ BX'Xg.
e Assim, podemos testar a hipétese nula
Hy:60=02=---=0,=0
contra a hipotese alternativa

H, : parapelo menos um g3; # 0, j=12....p.
utilizando a estatistica
. QMM
- QMR

e Sob a hipotese nula, essa estatitisca tem distribuigé@m p graus de liberdade no
numerador €n — p — 1) graus de liberdade no denominador.
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6.4.2 Coeficiente de Determinacéo

e De modo analogo ao modelo linear simples, o coeficiente de determinacgéo indica a
proporcao da variabilidade da variavel resposta que é explicada pelo modelo de
regressao, sendo calculado da mesma forma:

2 SQM _ y'Py
SQT  y'MY%
R o_ 1 SQR_, yMy
SQT y'M%y

e No modelo linear multiplo, o nimero de coeficientes sendo ajustados pode ser
bastante grande, de modo que é comum ajustar o coeficiente de determinacédo para
considerar a relagcdo entre tamanho de amosjra ¢ numero de coeficientes de
regressaoy+ 1):

R?=1

_SQR/(n—p—l)_1_< n—1 )SQR
SQT/(n—1) n—p—1) SQT

e O resultado é que coef. de determinacgdo ajustado é sempre inferior ao coeficiente de
determinacdo sem o ajuste.

6.5 Exercicios

6.5-1. Um florestal ajustou o seguinte modelo a dados de 60 parcdlagtindisem
primeira rotacéo:

In(y;) = Bo + Przin + Poxio + Psis + €
onde:

In(y;) é o logaritmo da producéenha=);

x;1 € 0inverso da idade da floresta (em anos);
x; € aaltura média das arvores dominante} €
7;3 € a area basal da florestafha—1).
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Ele encontrol6@Q R = 0.3467 e as seguintes matrizes:

60.0000 12.3179 1251.5900  997.5800
X — 12.3179 27907 245.5503  195.6235
= | 1251.5900 245.5503 26867.7127 21411.1413
| 997.5800 195.6235 21411.1413 17356.2476
T 35508 —5.7135 —0.1106 —0.0033
xx) = 57135 11.0231  0.1609  0.0056
= | —0.1106  0.1609  0.0058 —0.0026
| —0.0033  0.0056 —0.0026  0.0034
T 282.87197
. 56.76911
XY = | 5979.62121
| 4785.02693

Pede-se:

(a) Encontrre as estimativas de quadrados minimos dos coeficientes de regressao.
(b) Encontre os erros padrao dessas estimativas.

(c) Encontre os Intervalos de Confianca de 95% para essas estimativas.

(d) Encontre os valores ajustados para as seguintes novas observacoes:

1/3.5 16 12

1/4.5 20 14

1/5.5 24 16
1/6.5 28 18

Xy =

— = = =

(e) Assumindo que os valores ajustados representam estimativas para a resposta
média, encontre daitervalos de Confiancde 95% para essas estimativas.

(f) Converta os intervalos de confianca para a escala original da variavel resposta.

(g) Assumindo que os valores ajustados representam predi¢cdes encontre 0os
Intervalos de Predicadde 95% para essas estimativas da resposta média.

(h) Converta os predicéo de confianca para a escala original da variavel resposta.
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CAPITULO 7

TESTE DE HIPOTESES NO MODELO LINEAR
MULTIPLO

7.1 Desdobramento da Soma de Quadrados do Modelo
e A soma de quadrados do modelo (SQM) num modelo linear multiplo pode ser
desdobrada em efeitos aditivos relativos a cada variavel preditora.
e Examinemos o caso de duas variaveis preditoras:
yi = Po+ Biza + Berip +€

e Utilizaremos a notacd8Q M (X, X,) para indicarmos a soma de quadrados do
modelo para 0 modelo com as variaveis preditofag X5, 0 mesmo sendo valido
para a soma de quadrados do residuo.

SQT = SQM(X1,Xs) + SQR(X1, Xo).

e Se considerarmos uma Unica variavel preditora pamasmavariavel resposta
temos:

yi = Po+ Bixin +e€

SQT = SQM(X;)+ SQR(X)).

e Como em ambos 0os modelos se trata da mesma variavel resposta, a soma de
quadrados totais (SQT) é a mesma, logo

SQM (X1, X))+ SQR(X1,Xs) = SQM(X;y)+ SQR(X,)

SQM (X1, X5) — SQM(X1) = SQR(X1) — SQR(X:, X>)
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e Essa diferenca entre a soma de quadrados do modelo, ou entre a soma de quadrados
do residuo, entre os dois modelos é chamadaaiea de Quadrados Extrade X,
dado queX; esta no modelo.

Ela sera designada posQ) M (X3| X7).
o A SQM (X5 X) é:
— oacréscimonaSQM
SQM (X[ X1) = SQM(Xy, X2) — SQM(Xy);
— areducaonaSQR
SQM(X,|X1) = SQR(X1) — SQR(X1, X,)
devido a introducao da variavel preditokXa no modelo que continha a variavgl.

e Lembremos que:

— aSQT éinterpretada como a variabilidattgal da varidvel resposta;
— aSQM é a variabilidadexplicadapelo modelo; e
— aSQR é avariabilidadeo explicadgelo modelo.

Dessa forma, &Q M (X,| X;) € ou aumento n&apacidade explicativaao se
introduzir a variavelX,; no modelo que ja continha a variavg|.

7.1.1 Interpretacao Vetorial do Desdobramento d&@Q) M
e J& foi mostrado que no modelo
Yi = Po+ bz + Powin + €
0 desdobramento d&)T" pode ser apresentada na forma matricial
SQT = SQM +SQR
yM’y = b’X'M°Xb +¢e.

e Para facilitar a interpretacéo vetorial, tomemos o mesmo modelo subtraindo de cada
variavel a respectiva média:

(vi —y) = Pi(win —T1)+ Po(zi —T2) + ¢
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Espaco Vetorial gerado
pelas Colunas da Matrix X

Segunda |
Coordenada y

»

Primeira
Coordenada

Terceira Coordenada

Figura 7.1: Interpretacéo vetorial &ma de Quadrados ExtraX,| X, num espago ve-
torial tridimensional.

de forma que o desdobramento$i@7 se torna
SQT = SQM +SQR
yy= bX'Xb +¢fe.
e O que significa que

SQT = ||ly||* é o quadrado do comprimento do vetor da variavel resposta;

SQM = ||Xb|* é o quadrado do comprimento do vetor dos valores ajustados, i.e.,
a projecdo dg no espaco gerado pelas colunas da matrix de delineamento;

SQR = ||e||> é o quadrado do comprimento do vetor dos residuos.

e Afigura 7.1 apresenta uma ilustracdo da interpretacao vetorial da SQ Extra.
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¢ Pela figura podemos perceber que o vetor da SQ Extra pade() ser
representado patuas diferencas de projecdes

Projecdes dey sobreX ex; :
— Xb é a projecao dg sobre o plano gerado pelas colunasXde- [x; xs].
— b x; € a projegéo d¢ sobrex;.
— A SQ Extra é a diferenca dessas projecoes:

*
VXQ\Xl = Xb — b1X1

Nessa diferenca .y, x, € ortogonal a;:

!/ /
VXxo|x; X1 = (ex1 - ex) X1
/ /
= €k, X3 —exXxp
= 0—-0=0

Isso acontece porque:

— ey, € 0 residuo associadaq, portantoey,’x; = 0.

— ex € o residuo associado a matrix de delineam&hteendo portanto
ortogonal ao plano gerado pelas suas colunas e, consequentemente,
ortogonal a cada uma das variaveis preditoras:

0 = eX’X
= exl [Xl Xz]
= [eX,X1 eX'Xﬂ

= [0 0]

Como resultado forma-se um triangulo retangulo na diferenca dessas
projec@es e aplicando-se o Teorema de Pitagoras obtemos:

IV l® = [1Xb* = [[bix ||

/ A *2_
VXz\Xl VX2|X1 = bXXb—bl X1 X1

SQM(Xo|X1) = SQM (X1, Xs) — SQM(X,)

Projecdes dey sobre os planos ortogonais X e ax; :

— ex € aprojecdo dg sobre o plan@rtogonalao plano gerado pelas
colunas deX = [x; X].
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— ey, €ortogonala projecéo de sobrex;.
— A SQ Extra é a diferenca dessas projecoes:

VX2|X1 - eX1 —ex
Nessa diferenca;y, x, € ortogonal &x:

/ _ / *
eXVXz\Xl = ex(Xb — blxl)
= e’XXb — b’{e'xxl

— 0-055(0) =0.

Como resultado forma-se um triangulo retangulo na diferenca dessas
projecdes e aplicando-se o Teorema de Pitdgoras obtemos:

Vel = llex ) — [lex]l”
VX2|X1/VX2‘X1 - ex1/ex1 - eX,eX
SQM(Xs|X1) = SQR(X:1) — SQR(X:, Xs)
e A SQ Extra também pode ser vista ela propria como uma projecao:

— Inicialmente ajustamos a variavel resposta em funcéo apenas da variavel
preditoraX:

(i —7) =Bi(wa —T1) + €
gue gera os residuos
eix; = (Ui —7) = bi(xn —T1) = ey =y —bixy.
— Essegesiduossao ajustados em fungéo da variavel preditosa
ix; = B3 (Tio —T2) + ¢
gue resulta num modelo onde podemos fazer o desdobramento

SQT = SQM +SQR
€y ex, = bix/ 9% +e'xex

SQR(X1) = SQM(Xz|X1) +SQR(X1, Xa).

— Portanto, aSQ M (X,|X;) € aprojecéo do residuo do modelo d&”| X; sobre
o vetor da variavel preditora X,.
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7.1.2 Desdobramento da& (M para Variaveis Ortogonais

e Pelainterpretacao da figura 7.1 podemos ver também que
SQM(X5|Xy) # SQM(X1|X2),
pois trata-se de duas situacdes diferentes.

e Também interpretando a figura 7.1, vemos que para duas variaveis predit@as
X5 ndo ortogonaisocorrera que

SQM(X|X)) # SQM(X,)
SQM(X\|X5) # SQM(Xy).
e Por outro lado, se as variaveis preditofase X, sdonao correlacionadas entao:
CoviX;, Xo} = Y (@i — T1) (w2 — o) _ 0
\/Z?:1<Ii1 —T1)2 200 (Tig — T2)?

X/1X2

= 0 = X/1X2 =0
(x'1%1) (X'2X2)

ou seja, elas saartogonais

e Num modelo linear onde as variaveis preditoras sdo ortogonais temos a soma de
quadrados do modelo igual a

SQM(X1,X3) = BX'Xb=|b b |[x1x3]x:%] [ Zl 1
2
. X,1X1 X/1X2 b1
B [ bl b2 ] [ X,2X1 X/2X2 ‘| [ bz ‘|
. X,1X1 0 bl
- [bl bQ}l 0 X’2X21[62]
= bi(x1x1) + b3(x'o%0)

= SQM(X)) + SQM(X,).

e Conseglentemente, a ortogonalidade resulta em
SQM(X1|X2) = SQM(Xl)

SQM(Xo|X1) = SQM(Xs).
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Segunda | PNE
Coordenada
X2
sEiEItpG.
== 4
b2 ’
Xb g
.7SQ Extra X 5[X 1
'l
V4
X4 Xl
b1 X1 Primeira
Coordenada
Terceira Coordenada

Figura 7.2: Interpretacao vetorial da Soma de Quadrados Extra para um modelo com duas
variaveis preditoras ortogonais num espaco vetorial tridimensional.

7.1.3 Desdobramento da& Q)M para Diversas Variaveis

e \ejamos a decomposicédo para 3 variaveis preditoras, a partir dos modelos

Modelo 1: yi = Bo + Pixin + &
Modelo 2: Yi = Po + Prixin + Poxio + &
Modelo 3: Yi = Bo + Bizia + Baxio + B3xiz + €

e Tomando o modelo 3 e 2 temos:
SQT SQT
SQM (X1, Xz, X3) + SQR(X1, X, X3) = SQM(Xy, X2) + SQR(X;, X>)
SQM (X1, Xa, X5) — SQM (X1, X,) = SQR(X1,Xs) — SQR(Xy, X5, X3)
0 que define a SQ Extra:
SQM(X3’X17X2) = SQR(X1>X2) - SQR(Xl,Xz,XS)
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= SQM(X17X27X3) _SQM(X17X2)
e, portanto,
SQM(Xl,XQ,Xg) - SQM(Xl,X2>+SQM(X3’X1,X2)

e Tomando o modelo 2 e 1 temos:
SQT = SQT
SQM (X1, Xo) + SQR(X1, Xo) = SQM(X:) + SQR(X1)
SQM (X1, X2) — SQM(X1) = SQR(X:) — SQR(X1, X>)

o que define a SQ Extra:

SQM(Xzle) = SQR(Xl) - SQR(Xsz)

= SQM(Xy,X3) — SQM(X1)

e, portanto,

SOM (X1, Xs) = SQM(Xy) + SQM(Xz|Xy).

e Substituindo esse segundo resultado no primeiro obtemos
SOM (X1, X, X3) = SQM(Xy) + SQM(X2|Xy) + SQOM (X3 X5, Xo).

e E importante notar que essa néo € a Ginica decomposicéo possivel. Se alteramos a
sequénciadas variaveis preditoras no modelo podemos ter diferentes
decomposicoes:

SQM (X1, X5, X3) = SQM(X3) + SQM(X5|Xs) + SQM (X1 X3, Xs)
= SQM(X,) + SQM(Xs5|Xy) + SQM (X, X5, Xs)
= SQM(X:)+ SQM(X1]|X3) + SQM(X5| Xy, Xs)

e Aidéia da decomposicao sequencial € facilmente generalizavel para um modelo
multiplo comp variaveis preditoras:

SQM (X1, X9, X3,...,X,) = SQM(X))+ SQM(X,|X,) + SQM (X3 X1, Xy) +
+"'+SQM(XP|X1,X2,X3,...,prl).

e Concluséo 1:aSQM de um Modelo Linear Multiplo pode ser decomposta huma
sequénciade Soma de Quadrados Extra®oma de Quadrados Marginaiscada
uma associadawam grau de liberdade, relativas a introducao sequencial das
variaveis preditoras no modelo multiplo.

e Conclusao 2:a decomposicao seqiencial ndo € unica, mas todas elas totalizam a
mesmasSQ M.
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7.2 TesteF Parcial

e Ja vimos que o testE da qualidade do ajuste verifica o ajuste geral do modelo
linear multiplo aos dados.

e O desdobramento da Soma de Quadrados do Modelo abre, no entanto, a
possibilidade de se testar a importancia de diferentes variaveis preditoras no modelo
linear maltiplo.

7.2.1 TesteF Sequencial

e A decomposicao sequencial 48 M nos permite realizar uma comparagao
estatistica sequiencial de modelos progressivamente complexos.

e Suponha a série de modelos:

yi = Bo+ Pixin +e;
Vi = Po+ Pz + Poxia + €
Vi = Bo+ Prxi + Boxio + Baxis + &

yi = Bo+ Bivi + BoTio + - -+ BpTip + €5

e A decomposicado sequencial 4§ M do ultimo modelo gera uma série de somas de
guadrados marginais, cada uma com um grau de liberdade, nos permitindo construir
uma tabela de Analise de Variancia:

Fonte de Variacao Graus de Lib. S.Q.
Modelo P SQM
X1 1 SQM (X)
Xo| Xy 1 SQM (X,|X)
X3 X1, Xo 1 SQM (X5 X1, Xo)
Xp| X1, Xoy oo, Xpa 1 SQM(X,| X1, Xa, ..., Xp1)
Residuo n—p-—1 SQR
Total n—1 SQT
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e Observando cada soma de quadrados marginal, temos:
SQM (X X1, Xo, ..., Xi1) = SQM(X1, Xo, ..., X1, Xi)
—SQM (X1, Xa, ..., Xik—1)
= b, X, X;b, —b, X, X;_1bp_;
ondeX,; e X;_; sdo as matrizes de delineamento domk — 1 variaveis

preditoras, respectivamentebge b,_; S&0 0s vetores de coeficientes de regressao
correspondentes.

e Associada a essa soma de quadrados, temos apenas um grau de liberdade, uma vez
gue ela se refere a uma Unica variavel preditora (e um unico coeficiente de
regressao).

e O valor esperado do quadrado médio associado a essa soma de quadrados marginal é
E{SQM(Xk‘Xla X27 s 7Xk—1) }

1 = o’ + (,B;X;ka,@k - /B;q—lx;c—lxkflﬁk—l>

Note que no caso d&. = 0
BiXiXuBr = Bro1 Xp 1 Xi18p

e o valor esperado se reduz a
E{SQM(Xk|X1,X2,...,Xk_l)} 9

= o0°.
1

e Tomando agora o modelo com todas variaveis preditoras, o valor esperado do
quadrado médio do residuo é

SQR(XI,XQ,...,Xk_l,Xk)} >

=0 .

E{QMR}:E{ pa—

e Assim, cadaSQ) M marginal permite testar uma hipotesarginal

HO : 6k = O’(ﬁla 627 v 7514:71)
Ha : ﬁk’ 7& O|(ﬁla 627 s 75]@—1)
ondek =1,2,...,p;
com a estatistica
_ SOM (X | X1, Xoy ..., Xi—1)/1
SQR/(n—p—1) ’
gue sobH, tem distribuicda” com1 grau de liberdade do numeradore- p — 1
graus de liberdade do denominador.

F*
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e Uma vez que & QM foi decompostartogonalmentenas soma de quadrados
marginais, os testels sequenciaisdo sao redundantes

7.2.2 Exemplo: Modelagem da Producéo em Floresta d& grandis

e Os modelos de producéo de florestas geralmente modelam a producdo, medida em
termos de volume de madeira por unidade de aréd/{a), em funcéo de trés
variaveis principais:

Idade da floresta com variavel temporal;

Sitio: uma variavel que totaliza os efeitos ambientais de um dado local sobre a
“capacidade produtivada floresta.
A altura média das arvores dominantes numa certa idade de referéncia
tomada como representativa dessa capacidade produtiva.

Densidade da floresta medida indice de ocupacéo éggaco de crescimerito
disponivel ao crescimento da floresta.

Geralmente utiliza-se a &rea basal da floresty ha) como representativa
dessa densidade.

e Afigura 7.3 mostra gréaficos de disperséo das varidveis assumindo o modelo

1

idage " F2(Sitio) + fs(Area Basal + ¢

log(Produc¢éd = 5, + 44

numa floresta d&ucalyptus grandiem primeira rotacdo na regiao central do
Estado de Séo Paulo.

e A ordem que as variaveis preditoras sao apresentadas acima tem um fundamento
pratico de modelagem.

— Sendo um modelo de producéo, a idade é uma variavel fundamental para que
se possa fazer as predi¢bes ao longo do tempo.

Se nao houver relacao entre producéo e idade, os dados ndo permitem o
desenvolvimento do modelo de producéo.

— A variavel sitio representa a variacdo da capacidade produtiva devendo,
portanto, ser considerada imediamente apGs a idade, pois modelaria a variacao
espacial da producgéao resultante da heterogeneidade da capacidade produtiva
dos diferentes ambientes.
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Figura 7.3: Graficos de dispersdo das variaveis utilizadas para a modelagem da producao
de floresta d&. grandisem primeira rotacdo na regiao central do Estado de S&o Paulo.

— Por fim, a densidade, medida pela area basal, € uma variavel que tem poder
explicativo desde que a a idade da floresta e sua capacidade produtiva sejam as
mesmas sendo, consequientemente, a Ultima varidvel preditora a ser incluida no
modelo.

e Esse fundamento sugere que essa seja uma ordem apropriada para se testar a entrada
das variaveis preditoras no modelo de producao.
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e O testeF sequencial desse modelo comprova que as trés variaveis preditoras sao
importantes para o modelo de producéao:

Fontes de Graus de Somade Quadrado Estatistica Valar-

Variagao Liberdade Quadrados Médio F

Modelo 3 9.6155 3.2052 517.8< 2.2 x 1016
1/Idade 1 6.4948 6.4948 1049.18 2.2 x 10716
Sitio 1 1.8681 1.8681 301.78< 2.2 x 10716
Area Basal 1 1.2526 1.2526 202.34 2.2 x 10716

Residuo 56 0.3467 0.0062

Total 59 9.9621

e Embora as trés variaveis preditoras sao importantes, os testes segénciais ndo
resultam no mesmo valor das estatisfitae a ordem das variaveis for mudada no

modelo:

Fontes de Graus de Somade Quadrado Estatistica Valar-

Variacao Liberdade Quadrados Médio F
Area Basal 1 8.7102 8.7102  1407.06& 2.2 x 10716
Sitio 1 0.7466 0.7466 120.6111.374 x 10~1°
1/Idade 1 0.1586 0.1586 25.6281.788 x 1079
Sitio 1 8.1453 8.1453  1315.807< 2.2 x 10~1¢
Area Basal 1 1.3115 1.3115 211.864 2.2 x 10716
1/1dade 1 0.1586 0.1586 25.6281.788 x 1079
Sitio 1 8.1453 8.1453 1315.81< 2.2 x 10716
1/1dade 1 0.2176 0.2176 35.151.985 x 1077
Area Basal 1 1.2526 1.2526 202.34 2.2 x 10716

7.2.3 Outras Formas de Testd" Parcial

e Além do testeF’ seqliencial, a importancia das variaveis preditoras no modelo linear

multiplo pode ser testada de muitas outras formas.

e Uma forma que pode ter grande utilidade é o testgrdpos de variaveis preditoras
gue representam um mesiigo de influénciasobre a variavel resposta.

e Suponha um modelo que visa explicaar o crescimento de uma floresta e possui 7
variaveis preditoras.
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As trés primeiras estéo relacionadas com fatores do ambiente fisico (efeitos
abidticos), enquanto que as quatro Ultimas representam efeitos de interacédo entre as
arvores na floresta (efeitos biéticos), como o efeito de competicao, por exemplo.

e Se 0 pesquisador desejar testar esses dois tipos de influéncia, sem se preocupar com
a importancia de cada variavel preditora em particul&@)d/ pode ser desdobrada
da seguinte maneira:

SQM(Xq,...,X7) = SQM (X, Xs, X3)
+SQM(X47 X57 X67 X?‘Xh X27 XS)

SQM = SQM efeitos abitticos
+SQ M (efeitos bidticogefeitos abidticos

e A tabela de andlise de variancia nesse caso seria

Fonte de Variacéo Graus de Lib. S.Q.
Modelo 7 SQM
Efeitos Abibticos 3 SQM (X1, X2, X3)
Efeitos Bidticos | Efeitos Abibticos 4 SQM (X4, X5, X¢, X71 X1, Xo, X3)
Residuo n—3_8 SQR
Total n—1 SQT

e As hipdteses nulas testadas nesse caso sao:

— Efeitos Abidticos:

Hy : fi=03=03=0
H, : pelomenosun®; #0, ondej=1,2,3.

SQM (X1, Xy, X3)/3
SQR/(n —8)
— Efeitos Bio6ticos | Efeitos Abioticos:

Hy © Ba=05=0=07=0[(81#0,8#0,08 #0)
H, : pelomenosuns; #0, ondej=4,5,6,7.

F

SQM (X4, X5, Xe, X7| X1, X2, X3)/4
SQR/(n —8)
[SQR(X1, X2, X3) — SQR(X1, X, X3, X4, X5, Xg, X-)] /4
SQR(X1, X2, X3, X4, X5, Xg, X7)/(n — 8)

F =
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¢ Note que estatisticamente seria equivalente construir a seguinte tabela de anélise de

variancia:
Fonte de Variagéo Graus de Lib. S.Q.
Modelo 7 SQM
Efeitos Bidticos 4 SQM (X4, X5, X6, X7)
Efeitos Abiéticos | Efeitos Bidticos 3 SQM (X1, X9, X3| X4, X5, X6, X7)
Residuo n—3_8 SQR
Total n—1 SQT

e Também seria possivel realizar todos os testes numa mesma analise

Fonte de Variagéo Graus de Lib. S.Q.
Modelo 7 SQM
Efeitos Abibticos 3 SQM (X1, X9, X3)
Efeitos Bibticos 4 SQM (X4, X5, X6, X7)
Efeitos Bidticos | Efeitos Abibticos 4 SQM (X4, X5, X6, X7| X1, X2, X3)
Efeitos Abiéticos | Efeitos Bioticos 3 SQM (X1, X9, X3| X4, X5, X6, X7)
Residuo n—3_8 SQR
Total n—1 SQT

Mas, nesse caso, 0s testes seriam totalmente redundantes, pois os graus de liberdade
dos testes somam mais que os graus de liberdade do modelo.

7.2.4 Coeficiente de Determinacéo Parcial

e Ja foi visto que &oma de Quadrados Extmode ser vista como uma projecao do
residuo de um modelo ajustado sobre urogavariavel preditora.

e Ajustando-se o modelo
(yi —9) = Bz — T1) + & = e = (Yi — ) — bi(r — T1),
e em sequéncia o modelo
e = Pa(T2 — T2) + €5,

temos que nesse segundo modelo ajustado o desdobramento da soma de quadrados
resulta em

SQT = SQM +SQR
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e O segundo modelo ajustado tera coeficiente de determinacgéo igual a
SQM — SQM(X,|Xy)

R? =
SQT SQR(X1)
_ SQR(X) - SQR(X,, X5) _ | SQR(Xy, Xo)
SQR(X)) SQR(X,)

e Esse coeficiente € chamado co@umeficiente de Determinacao ParciatleY : X,
dado.Xj;.

e O Coef. de Determinacéo Parcial pode ser interpretado de duas formas

R%VQH: proporc¢ao do residuo do modelo Heem funcao deX; que pode sereduzida
ao se acrescentar a variavél ao modelo.

Rf/m: aumentoda proporcao da variabilidade deexplicada pelo modelo que
contém.X;, quandoX, é acrescentada ao modelo.

e A segunda interpretacéo fica evidente se olharmos o desdobramefip\daom
as duas variaveis preditoras

SQM(Xy,Xp) = SQM(Xy)+ SQM(Xz|Xy)

SQM(X1, Xo) _ SQM(X)) | SQM(Xa|Xy)

SQT N SQT SQT
SQM (X, Xa) SQM(X1)+SQM(X2!X1) SQR(X;)
SQT N SQT SQT SQR(X,)
SQM(Xy, Xa) SQM(X1)+ SQR(Xy)\ [(SQM(Xs|Xy)
SQT - 8QT SQT SQR(X))

Ry, = Ry, +(1- R?/1)(R%/2|1)

e Como o Coef. de Determinacgao Parcial tem uma relagao direta com a SQ Extra,
vale as mesmas generalizagoes:

SOM(X1|X2
R%/Q‘l 7£ R%HQ SQ(R()(’Q) )
o SQM(X|X, X2)
o SQR(X1, Xs)
R2 _ SQM<X37X4|X17X2)
T SQR(X,,X)
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7.2.5 TesteF Parcial como Perda de Ajuste

e O testel’ parcial foi definido em fungéo d&( Extra, mas também pode ser
definido em termos de Coeficiente de Determinacéo Parcial.

¢ \ltando ao exemplo de efeitos bidticos e abibticos, a hipotese

HO:64:55:66:6720’(ﬁ17&07527&07537&0)

pode ser testada pela estatistitdefinida a partir dos coeficientes de determinacao:

F

[SQR(X17X27X3) - SQR(X17X27X3>X4>X57X67X7)] /4 [SQT]
SQR(Xl,XQ,Xg,X4,X5,X6,X7)/(n—8) SQT
{[SQR(X1, X», X3)/SQT] — [SQR(X:, Xo, X3, X4, X5, X, X7)/SQT]} /4
[SQR(Xl,XQ,Xg, X4, X5, Xﬁ, X7)/SQT]/(” — 8)

{[1 = Ry 193] — [1 — R§ja3s567)} /4
(1- R%/1234567)/<” —8)

(R%/1234567 - 3%123)/4
(1- R%’1234567)/(n - 8)

e Essa Ultima expressao sugere o que tésparcial pode ser visto como um teste da
importancia dgerda de ajusteocasionada no modelo com as 7 variaveis
preditoras, quando as variaveis, X5, X e X; sdo excluidas do modelo.

e Portanto, uma forma geral para o testparcial é a seguinte:

— R? é o coeficiente de determinacdo do modelo gorariaveis preditoras.

— R? é o coeficiente de determinacéo do modelo ex@ui um grupo de:
variaveis preditorasi(< p).

— A significancia dgperda de ajusteocasionada pela excluséo pode ser testada
pela estatistica

(R — RY)/k

Sy By e
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7.3 Teste de Hipoteses como Restricdes Lineares

7.3.1 Combinacéo Linear dos Coeficientes de Regressao

¢ Ja foi visto como uma hipo6tese sobre um coeficiente de regressdo no modelo linear
multiplo pode ser testada atraves do teste

Hy : Bv=05
Ha : ﬂk 7& 60
b — Bo

t =

\/ Var{b.}

ondef, € uma constante hipotetizada e, sob a hipétese nula, a estattstica
distribuicdot de Student com — p — 1 graus de liberdade.

e Suponha agora que, num modelo com duas variaveis preditoras, deseja-se tesar a
hipotese nula

Hy: By = [ = Hy: 01— p2=0
contra a hipotese alternativa

Ha:ﬁl #52

e Note que essas sao hipoteses sobre wombinacao lineados coeficientes de
regressao do modelo.

e Essa combinacao linear pode ser tomada companametro

0= 01— B
e as hipdteses acima tornam-se equivalentes as hipoteses

H() . 9:00
Ha . 9%90

onde hipotetizamos qui = 0.

e Para testarmos essa hipétese via tgstecessitamos de uma estimativa do
parametro ~
9 = bl - b27

ondeb; e b, sdo as EQM (ou EMV).
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Necessitamos também da variancia da estimativa

Var{} = Var{b} + Var{b,} + 2Cov{by, bs}
QMR[(X'X) o2 + QMR [(X'X) s + QMR [(X'X) s

e Sendd umacombinacéao lineadas EQMb, e b,, ela também teréa distribuicdo
Gaussiana de forma que a estatistica

0 — 0,
\/ Var{6}

terd, sobH,, distribuicdot de Student comm — p — 1 graus de liberade.

7.3.2 RestrigOes Lineares

e A hipoteseH, : 5, = 3, impBe umaestricdo linearsobre o modelo original,
reduzindo-o a

i = Bo+ Pixia + Bixig +¢€
Bo+ Br(xin + i) + €

e Essarestricdo linear pode ser representada na forma de uma combinacéo linear de
todos os coeficientes de regressdo do modelo original

Hy: 08y + 81 — 2 =0,
gue na forma matricial toma a forma
Hy : ©'B=0

Bo
H, : [011}{ﬁ1]o
Bo

e Na sua forma mais geral, uma restricao linear é apresentada na forma
H[) . I'//B = 60,

onded, € uma constante hipotetizada.
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e Alguns exemplos de restricfes lineares num modelo linear multiplopcgamiaveis
preditoras:

Hy: =0 = r'=[0 - 010 -0
0

D
o
I

..g
|

Hy:Bj=f = ©=[0 - 010 --0-10--0]
0

D
o
I

Hy: 0+ 05—28,=5 = r 0oo11 -220--20

>
o
T
Ot

e Também é possivel testar um conjuntodeestricdes lineares simultaneamente na
forma da hipo6tese
HO . R,B = 00,

ondeR é uma matrix de constantes comlinhas ep + 1 colunas &, € um vetor
de constantes de comprimenio

e Por exemplo, num modelo com seis variaveis preditoras, deseja-se testar
simultaneamente as restricoes

Hy:Bo+ P55 =2; Ba+ 86 =0; b5 — B =3
contra a alternativa

H, : pelo menos uma das restrices acima nao ocorre

A matrix e o vetor de constantes se tornam

01100 O 2
R=|00010 1 0= 0
00001 -1 3

7.3.3 Teste de Wald

e O testef pode ser generalizado na forma de w@ste de discrepancigara testar
qualquer conjunto de restricdes lineares.
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e A “discrepancia” para a hipétese
HQ . R,@ = 00

é definida como
m=Rb — 90,

ondeb é o vetor das EQM (ou EMV).

e A variancia desse vetor é dada por
Var{m} = Var{Rb — 6,} = Var{Rb} = RVar{b}R’ = o> R(X'X) 'R’
e SobH,, aestatistica de Wald
W = m'[Var{m}]'m = (Rb - 6y [0> RX'X) 'R (Rb — 6y)

tem distribuicdo Qui-quadrado com graus de liberdade.

e A estatistica de Wald, entretanto, natestavelpois a variancia do erre? é
desconhecida.

¢ J4 foi visto uma outra estatistica que envolve a variancia do erro e tem distribuicdo

Qui-quadrado
(mn—p—1)QMR

2 Y

g
que possuin — p — 1) graus de liberdade.

e Arazdo dessas duas estatisticas Qui-quadrado gera uma estatistica que pode ser
testada

[m'[Var{m}]'m| /m

= oo jo5 Jn—p— )
B [(Rb — 60)[0”R(X'X)"'R/]"}(Rb — 6,)] /m
~ {ln—p—-1)QMR] o2} /(n—p—1)

» _ (Bb—00)[RX'X) 'R]"'(Rb - 6,)

mQMR
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e SobH,, essa estatistica assume a forma

_ X2 [m]/m
X2n—p—1/(n—p—1)

e, portanto, tem distribuicdB comm graus de liberdade no numerador e
(n — p — 1) graus de liberdade no denominador.

¢ O teste de Waldo pode ser apresentado sob forma ligeiramente diferente.
Sob H,, temos que

R3=6, = Rb-6,=Rb—-RB=R(b-1),
de modo que estatistica fica

[R(b - B)][R(X’X)"'R/|"[R(b — 8)]

F:
mQMR

7.3.4 Exemplo: Modelagem da Producao erk. grandis

e Revisitando o exemplo da modelagem da producéo de floresta plantada de
Eucalyptus grandisonsideremos a questao de quantificanflaéncia relativade
cada variavel preditora sobre a producao.

Qual variavel preditora seria mais influente?

e Sendo a producaadog(producég) modelada em fungéo da idade/idade), do sitio
e da area basa}), um pesquisador acredita que

— idade e sitio ttm a mesma influéncia relativa, pois séo variaveis medidas em
escalas lineares: ano e metro, respectivamente;

— area basal tem o dobro de influéncia relativa de idade e sitio, pois € uma
variavel medida em escala bidimensional/ ha.

e Para medir a influéncia relativa ndo se pode utilizar o modelo linear ajustado
diretamente sobre as variaveis, pois os coeficientes de regressao estdo nas unidades
de medicao:

Y = log(producéd emlog(m3ha') = 3log(m) — log(ha):

Bo : 3log(m) — log(ha).
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X, = 1/(idade emano™':
3log(m) — log(ha)

ano 1 = (3log(m) — log(ha))ano

5

X, = sitioemm:

: 3log(m) — log(ha)

32

X3 = gemm?ha™:
3log(m) — log(ha)  ha(3log(m) — log(ha))
P : 2h —1 - 2
m?ha m
e Para contornar esse problema é necesgadoonizar as variaveis e ajustar o
modelo sobre as variaveis padronizadas:

Ty — T Tio — T Ti3 — T3

Yy = = T = = Tig = —F=—= Ty = =
\/ Var{y} v Var{z,} v Var{z,} v Var{zs}

e O modelo linear com as variaveis padronizadas fica
y; = Biryy + Bowiy + Bsxiz + €.

Note que nesse modelo temos:

— A média de todas as variaveis é nula, logo, o intercepto desaparece, pois a
superficie de regressao passa na origem:

(y*, 1, 75, 73) = (0,0,0,0).

— Avariancia de todas as variaveis € unitaria (1).
— Os coeficientes de regressao nao tém unidades, pois as variaveis ndo nimeros
“puros”.
e O ajuste desse modelo aos dado&dgrandisem primeira rotacao gera, em

esséncia, 0s mesmos resultados ja vistos, pois a padronizagdo so altera o valor
numerico dos coeficientes de regressao:

Fontesde Graus de Somade Quadrado Estatistica Valor-

Variagdo Liberdade Quadrados Médio F

Modelo 3 56.94693  18.98231 527.29< 2.2 x 10716
X 1 38.465 38.465 1067.91< 2.2 x 10~ 1°
Xo 1 11.064 11.064 307.17< 2.2 x 10716
X3 1 7.418 7.418 205.96 < 2.2 x 10716

Residuo 57 2.053 0.036

Total 59 59.000
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COEFICIENTES DEREGRESSAO
Estimativa Erro Padrdo

61 -0.20773 0.04067

B 0.28770 0.05020

B 0.57465 0.04004

e As hipéteses levantadas pelo pesquisador implicam nas seguintes restricdes lineares
sobre o modelo

Hy: B+ (2 =0; 2061 + B3 = 0; 203, — B3 = 0.

gue se traduzem nos seguintes matrix e vetor de constantes

11 0 0
0 2 -1 0

(Note o sinal negativa para estimativa/gie)

e O teste de Wald resulta na estatistica- 1.3048, enquanto que o quantil 95%
(o = 0, 05) da distribuicad?” com 3 graus de liberdade no numerador e 57 graus de
liberdade no denominadoré&r6643s.

Conclusao: néo se rejeitdd, i.e., as restricdes lineares parecem ser apropriadas.

7.3.5 Revendo o Testedos Coeficientes de Regresséao

e O testet dos coeficientes de regresséo € um teste padrao utilizado freqiientemente
pelos analista e, geralmente, faz parte dos resultados apresentados pela maioria dos
softwares estatisticos que realizam analise de regressao.

e Num modelo comp variaveis preditoras terempgestes para os coeficientes de
regressao, excluindo-se o coeficientgsjue geralmente nédo tem interpretacéo
relevante.

e Uma vez que no modelo linear multiplo temos diversas variaveis preditoras
correlacionadas surgem algumas questodes:
— Como esses testes devem ser interpretados?
— Eles séo redundantes?
— Qual a relacdo desses teste com o téssequencial?
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e Ja foi apresentado que, num modelo linera govariaveis preditoras, a hipotese
sobre um Unico parametro
HO : ﬁk =0

pode ser realizada na forma de uma restri¢ao linear

Hy:v'8 =0
onde os vetores sao
G ]
Br-1
r = 0...010...0] B=1| B
Br+1
L G

e Desenvolvendo o teste de Wald para essa restricao linear obtemos

(r'b — 0)[r(X'X) "]~ (r'b — 0)

b= (1) QMR
b [(XX) ] e b2
- QMR QMR[[(XX) ]
bi
T Var{n)

e SobH,, essa estatistica tem distribuicAacom 1 grau de liberdade no numerador e
(n — p — 1) graus de liberdade no denominador, sendo idéntica a distribuggio
Student conin — p — 1) graus de liberade:

e Conclui-se que o testale cada coeficiente de regressao é uma restricao linear do
modelo, logo o9 testes dos coeficientes de um modelo linear multiplo representa
um conjunto de restricdes lineares.

e Esse conjunto dg restricdes €, no entant@dundante.
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e Arestricdos, = 0 reduz o modelo original

Yi = Bo + Brra + -+ Bro1Tige—1) + BeTik + Bep1Tiesr) + -0+ BpTip + €

para o seguinte modelo
Yi = Bo + Brra + -+ Be1Tih—1) + Brr1Tites1) + 00+ BpTip + €

e Dessa forma, a estatisti¢ado teste de Wald pode ser construida de modo
equivalente utilizando a soma de quadrados extra

_ SQM(Xe| Xy, X1, Xipr, -, Xp) /1

F SQR/(n—p—1)

e Essaforma de apresentagdo mostra que cada téssecoeficientes de regressao
testa a contribuicao resultante da inclusdo da variavel preditora correspondente ao
coeficientedado que todas as demais variaveis preditoras ja estdo no modelo

e O testef é, portanto, a formenais redundante possivetle testar a importancia de
cada variavel preditora.

e Num ajuste, seéodosos coeficientes sdo estatisticamente significativos temos uma
forte indicacéo de que o modelo é apropriado.
Deve-se procurar sempre um modelo que tenha essa situagcao

e Entretanto, freqientemente num modelo com muitas variaveis preditoras
correlacionadas alguns coeficientes ndao séo estatisticamente significativos e, nesse

caso, o testéé uma ferramenta muito limitada para se descobrir quais as variaveis
preditoras que devem fazer parte do modelo.

7.3.6 Exemplo: Modelagem da Producdo em Floresta de. grandis

e Os testes dos coeficientes de regressao do modelo de producéo:

Variavel Estimativa Erro Padrédo  Teste Valor-p
Preditora do Coeficiente da Estimativa t

Intercepto 3.180354 0.146258 21.745 2.0 x 107°
1/Idade -1.281376 0.253115 -5.062.79 x 1076
Sitio 0.034047 0.005994 5.6805.01 x 107
Area Basal 0.065357 0.004595 14.225 2.0 x 1076
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e Calculando o testé' parcial para cada variavel preditora, assumindo que as demais
estdo no modelo temos:

Fontes de Grausde Quadrado Estatistica

Variacao Liberdade Médio F
1/Idade | (Sitio, Area Basal) 1 0.15865 25.628 (—5.062)?
Sitio | (1/1dade, Area Basal) 1 0.19972 32.263 (5.680)>
Area Basal | (1/Idade, Sitio) 1 1.25257 202.34 (14.225)?

Residuo 56 0.0062

7.4 Teste de Mudanca Estrutural do Modelo

e Uma questao freqiientemente encontrada na aplicagdo da regressao é se o valor dos
coeficientes de um dado modelo séo diferentes para dois subconjuntos dos dados.

¢ No exemplo do modelo de producaoegrandis o florestal pode estar interessado
em saber se esse modelo ajustado para uma florestaggmda rotagaceria os
mesmos valores para os coeficientes de regressao que o modelo de primeira rotacéo.

e Outro exemplo comum é saber se um mesmo modelo dendrométrico, como o
volume da arvores em funcéo do diametro e da altura, pode ser utilizado em
diferentes propriedades ou regides.

e As vézes os florestais se referem a esse problema como sepoibteina de
identidade do modelo

7.4.1 Teste por RestricOes Lineares

e Consideremos que o conjunto de dados foi dividido em dois subconjuntos, de forma
que os dados da variavel resposta passam a formar oyvetdy; y,| e a matrix de
delineamento passa a ser formadaXor [X; Xs).

e O modelo linear sem restricBes para os dois subconjuntos de dados é

MBI
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e As estimativas de quadrados minimos para esse modelo sao:

g

gue sdo as mesmas estimativas do modelo ajustado aos dois subconjuntos
separadamente.

b = (X'X) X'y

(X4 Xq)™! 0

0 (X5X2) ™" | | Xby2

[ XI1y1

e A SQR do modelo com os dois subconjuntos pode, portanto, ser obtida
adicionando-se aS@ R dos modelos ajustados separadamente:

SQR = €e'e = e}e; + ese,.

e A hipo6tese nula de auséncia de mudanca estrutural é representada pela igualdade
dos coeficientes de regressao:
Hy: B, =B,
gue pode ser expressa na forma de restricoes lineares
HQ : R,@ = 0,

ondeR =[I: —I]ef =0.

7.4.2 Exemplo: Modelagem da Producdo em Floresta de. grandis

e O objetivo é verificar se ha mudanca estrutural no modelo entre primeira e segunda
rotacoes.

e Foram observadas, = 60 parcelas em primeira rotagéme = 53 parcelas em
segunda rotacao.

e As estimativas dos coeficientes de regressao encontradas foram:

Variavel Estimativas por Rotac&o

Preditora Primeira Segunda
Intercepto  3.180354 (0.146258) 4.682942 (0.426937)
1/ldade -1.281376 (0.253115) -0.672882 (2.840966)
Sitio 0.034047 (0.005994) 0.009345 (0.011599)
AreaBasal 0.065357 (0.004595) 0.037960 (0.005796)
Valores entre parénteses séo os erros padréo das estimativas
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e As estatisticd” é calculada por

(Rb)'[R(X'X) 'R "' (Rb)

E 1QMR

= 27.81945

enquanto que o valor tabelado da distribui¢aparac = 0.05 com

= 4 graus de liberdade no numerador: nimero de restri¢cdes lineares;
= (60 —4) + (53 — 4) = 105 graus de liberdade no denominador;

é igual aF = 2.45821.

e Conclusdo:h& mudanca estrutural no modelo de produgéo entre a primeira e
segunda rotagao.

7.4.3 Teste de Wald para Mudanca Estrutural

¢ O teste de mudanca estrutural atraves de restricdes lineares tem uma forte
pressuposicao implicita que freqientemente ndo é razoavel:

A variancia dos erros é a mesma para os dois subconjuntos

e Essa pressuposicao fica implicita no fato de se ajustar um tnico modelo e se aplicar
as restricdes lineares sobre ele.

e No caso de grandes amostras, ha uma alternativa que € valida tanto no caso das
variancias serem as mesmas, quanto no caso de serem diferentes.

e Lembremos que as EQM no modelo linear multiplo de erros esféricos sao também
estimativas de maxima verossimilhanca e, conseqiientemente, tém distribuicdo
assintética Gaussiana.

e Suponha qué; e 6, sejam estimativas com distribuicdo Gaussiana dos mesmos
parametros baseadas eamostras independentesendo matrizes de covariancia
V; eV,, respectivamente.

Sob a hipétese nula
Hy:E{6:} =E{6:} =0,

temos R R R R
E{6i—0:} =0 e Var{,— 6} =V, +V,
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e Assim, aestatistica de Wald
W =[0; — 0,) (V1 + V) '[0; — 0,)]
tem distribuicdo Qui-quadrado comrgraus de liberdade.

e No caso dggrandes amostras independentes valido substituilv, e V, pelas
suas respectivas estimativas de modo que a estafistjpade ser efetivamente
utilizada para testar a hipétese nula.

7.4.4 Exemplo: Modelagem da Producdo em Floresta de. grandis

e No caso do modelo de producéo seria razoavel assumir a mesma variancia do erro

para primeira e segunda rotacdo?

¢ Os resultados mostram que:

QMR, = 0.006190343
QMR, = 0.03104989

sendo que a estatistica de comparacédo das variancias resulta em

0.03104989
= — =5.01
0.006190343 501580

sendo que o valor tabela da distribuigdda = 0.05) para 49 por 56 graus de
liberdade €é.576409.

Portanto, ndo € razoavel assumir que as variancias dos erros sejam iguais.
e Aplicando a estatistica de Wald temos
W = [by — by) (V14 V) '[by — by] = 140.3784

enguanto que o quantil 95% & 0.05) da distribuicdo Qui-quadrado com 4 graus
de liberdade 6.487729.

e Conclusdo:mesmo considerando variancias diferentes ha mudanca estrutural no
modelo de producéo entre a primeira e segunda rotacao.
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7.5 Procedimento Geral para Teste de Hipoteses

e A S(Q) Extra e as restricdes lineares sdo duas abordagens para testar hipéteses no
modelo linear multiplo que ndo sdo equivalentes pois algumas hipoteses sé podem
ser testadas pela abordagem especifica.

e Por exemplo, o test& seqiencial ndo pode ser colocado na forma de restricdes
lineares, e restricdes lineares que envolvem contrastes nao @ytoB)(geralmente
nao podem ser testadas \ig Extra.

e Existe, entretanto, um procedimento geral que permite testar qualquer tipo de
hipotese.

7.5.1 Modelo Completo versus Modelo Reduzido

e Qualquer teste de hipotese pode ser construido na forma de comparacgéo de dois
modelos:

Modelo Completo: o modelo sem as restricdes da hipotese nula sendo testada;
Modelo Reduzido: o modelo no qual a hip6tese nula é assumida como verdadeira.

e Cada um desses modelos tera uma Soma de Quadrados do Rés)dt)alie sdo
estimadores da mesma varianefado erro.

e Assim, se a hipétese nula for verdadeira temos que

E{SQR(completg} = o
E{SQR(reduzidg} = o>

e, portanto, ambas somas de quadrado terdo distribuicdo Qui-Quadrado com 0s
respectivos graus de liberade

SQR(completd ~ x*[n—p—1]
SQR(reduzidg ~ \*n—p—1+Ek|,

ondek é

— 0 numero de restri¢cdes lineares impostas ao modelo completo, ou
— 0 numero de variaveis preditoras excluidas do modelo completo.
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e O modelo completo tera, geralmente, uf@k menor pois envolve um namero
maior de coeficientes de regressao ou variaveis preditoras.

Tecnicamente, &Q R do modelo reduzido serd@ minimaoigual a do modelo
completo:

SQR(completg < SQR(reduzidg.

e Sob a hipotese nula, a diferenca entre as somas de quadrado também tera
distribuicdo Qui-Quadrado

SQR(reduzidg — SQR(completg ~ x*[k].

e A estatistica para se testar a hip6tese nula, nesse procedimento geral, é

[SQR(reduzidg — SQR(completq] / k
SQR(completg / (n —p —1) ’

F*

que sob hipétese nula tera distribuigd@om k por (n — p — 1) graus de liberdade.

7.5.2 Exemplos do Procedimento Geral

Teste I’ Parcial: para se testar a introducao de um conjunto de duas variaveis preditoras
(X4, X5) num modelo que ja possui trés variaveis preditoras, basta comparar o0s
modelos:

Modelo Completo:  y; = By + Bixin + Bazio + Baxiz + Batia + Bsxis + €
Modelo Reduzido: y; = By + 121 + Boxio + Bsi3 + &

Teste F' Seqliencial: para testar a indroducao de variaveis preditoras uma-a-uma basta
definir uma série de modelos, a partir do modelo mais simples até o modelo mais
completo:

Modelo 1: yi = Bo + Prxa + &5
Modelo 2: Y; = ﬁo + ﬁlwil + ﬁQfEiQ + &
Modelo 3;: Yi = Bo + G121 + Boxso + Pz + &5

Modelo p: i = Bo + B1wi1 + Bowio + Bswiz + -+ - + By + &5
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Os testes sao construidos sequencialmente:

Hy : Xo| X3 = Modelo 2 x Modelo 1
Hy : X3](X71, Xo) = Modelo 3 x Modelo 2
Hy: Xp|(X1, Xa, ..., Xp1) = Modelo p x Modelap — 1)

Testet dos Coeficientes de Regressaqara testar a hipotedé, : 5, = 0, basta
comparar os modelos:

e Modelo Completo:
Yi = Po+ Brzin + - + Bu—1)Tigk—1) T Be®ik + B+ Tigk+1) + -+ - + Bpip + &
e Modelo Reduzido:
Yi = Po+ Brwa + -+ B Tige-1) + B Tierr) + -+ Bpip + &

Teste de RestricOes Linearesgualquer restricéo linear pode ser testada definindo os
modelos como

Modelo Completo: modelosemas restri¢cdes lineares;
Modelo Reduzido: modelocomas restri¢cdes lineares.

Exemplo: para testar as restrigdes lineares:
Hy:fpo=-7; (3=10
temos:

Modelo Completo: Y = ﬁo -+ ﬁlxﬂ + ﬂgl’ig + ﬁgl’ig +&;
Modelo Reduzido: Yi + T2 — 1023 = ﬁ() + ﬁlxil +&;

7.5.3 Aplicacéo do Critério de Informacéao de Akaike (AIC)

e Como o procedimento geral define o teBtem termos de modelo completo e
reduzido, o AIC pode ser diretamente aplicado nesse procedimento:

AIC(Mcowpeto) = nlin[SQR(completg] + 2kcompleto
A[C(MREDUZIDO> = nln [SQR(redUZKjQ] -+ rieduzido

onden € o tamanho da amostra:e o niumero de parametros no modelo.
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e A partir desses AICs podemos definir a diferenca de AIC:

AAIC = A[C<MREDUZIDO) - A[C(MCOMPLETO>
= n[ln(SQR(reduzidg) — In (SQ R(completq)] + 2 {kreduzido— kcomplet&

SQR(reduzidg
Apc = nln [SQR(CompletC)] —2 {k‘completo_ kreduzidé

e A interpretacdo diretalessa diferenca geralmente utiliza um nivel arbitrario para
diferenca da log-verossimilhanda(8)):

— ParaAaic < 2 (=~ In(8)) os modelos completo e reduzidos podem ser
considerados igualmente plausiveis;

— ParaAac > 2 (= In(8)) o modelo completo pode ser considerado superior ao
reduzido.

7.6 Exercicios

7.6-1. Um modelo de indice de sitio freqlientemente utilizado por Florestais em florestas
plantadas é o seguinte:

log(mhdom = G, + 4,1/(idade ) +¢

Com base nos resultados apresentados abaixo, realize o teste da mudanca estrutural
do modelo comparando as duas rotagoes:

(a) Pelo Teste das Restricdes Lineares;
(b) Pelo Teste de Wald;
Dados:

QMR =0.06227067¢) M R, = 0.01490523¢) M R, = 0.05390036;

<X, — 342.0000 101.52803 XX — 232.0000 72.21240
11 101.5280 37.52819 2422 72.2124  24.94308
b 3.560655 b — 3.215512
L7 —1.984775 27| —2.042366

Discuta de que forma o procedimento geral para teste de hipoteses em modelos
lineares poderia ser aplicado a esse problema.
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CAPITULO 8

REGRESSAO PADRONIZADA

E
ANALISE DE CAMINHAMENTO

8.1 LimitacOes da Regressao Linear Multipla

O método de ajuste tradicional do modelo linear multiplo apresenta algumas limitacdes
guanto aos resultados obtidos que devem ser considerados:

Erros computacionais :

e O calculo dainversa dK’'X é a principal fonte de erro ao se obter as
estimativas de quadrados minimos no modelo linear mdltiplo.

e Os prodecimentos de inveresédo da matrix pode gerar graves erros de
arredondamento principalmente quando:

— as variaveis preditoras sdo correlacionadas em um alto grau;
— quando anagnitude da variaveis preditoras é muito diferente de uma
para outra.

e Métodos modernos de obter a inversaXiX, através de decomposicéo de
Choloski e decomposicao por autovalores, reduzem os problemas de célculo.

e A transformacao das variaveis preditoras para uma mesma magnitude também
evita erros de arredontamento, pois todas os elementos da XaXrize
reduzem a valores entre -1 e +1.
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Coeficientes de Regressao ndo sdo comparaveutro problema na RLM tradicional é
gue a unidade dos coeficientes de regresséo estimados dependem das unidades das
respectivas variaveis preditoras.

Consequentemente, os coeficientes ndo sédo diretamente comparaveis.

No exemplo 7.3.4, na pagina 7-203, apresentamos uma transformacao das variaveis
preditoras que elimina as unidades de medidas dos coeficientes.

Essa tranformacéo € a base da regressao padronizada.

8.2 Regressao Padronizada

8.2.1 Transformacé&o das Variaveis

e Aregressao padronizada € uma regressao tradicional realizada com as variaveis
tranformadas.

e A transformacdao é realizada em duas etapas:

1. Padronizacao: cada observacédo de cada variavel, incluindo a variavel resposta,
€ subtraida da média amostral e divida pelo desvio padrdo amostral:

. _ (yi —7)?
Y yi = (yi —9) /s, Sy = (s_ 1y)

. _ So(xik — Tg)?
X i = (T — Tx) / Sk, S = (nk—lk)

ondek =1,2,...,p.

2. Controle do Tamanho de Amostra: as variaveis padronizadas sao
multiplicadas pod /v/n — 1.

7. P 1 <yi_y>: Yi—Y
B R N
1 T — Ty, Tk, — T,
Wy, - w; < > =
' ' v —1 Sk > (T — Ty)?

e A transformacao, ao subtrair a média e dividir pela raiz quadrada da soma de
quadrados, implica, portanto, em tornar todas as variaveiswédia zeroe
varianciaigual al/(n — 1).
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8.2.2 Os Coeficientes de Regresséao

e O modelo linear multiplo tradicional
Vi = Bo + Bz + Batio + - - - + Bpip + €
€ ajustado na forma transformada:
Zi = QWj1 + QWi + -+ + QpWip + 1)

e Como as variaveis transformadas tém média nula (zero) e o modelo de regressao
ajustado sempre passa pelo ponto das médias, a regresséo padregizaaa
passa pela origene, portanto, ndo possui intercepto.

e Mas qual a relag&o entre os coeficientes de regressao na forma tradicional e na
regressao padronizada?

Zi = a1w¢1+a2wi2+-~-+o¢pw¢p+n¢
Z'—i Z; - €T; — T Z; — T
Wi—9) _ Oq( 1 1)+a2( 2 2>+...+%< p ”>+m
syvn —1 sivn—1 Sov/n — 1 spvn —1
s s s
(vi—v) = Oél%(-%’l —7) + 042%(352‘2 —Ty) o+ ap?y(xip —Tp) + s,V —1n;
1 1 p

(yi —y) = Bz —71) + Ba(Tia — T2) + -+ + Bplwip — Tp) + &

e Portanto, a relacdo entre os coeficientes de regresséo é

O = <SY> ag, parak=1,2,...,p; e
Sk

Bo = Y—hiT1 — Polla — -+ — [pTp.

e Os coeficientes da regressao padronizagagao numeros puros, i.e., sem unidades
de medida.

e Os coeficentes de regresséo tradicionais sao obtidos multiplicando os coeficientes
da regressao padronizada pela razdo dos desvios padréo da variavel raspaesta (
da respectiva variavel preditora.J, resultando em coeficientes com a magnitude
compativel com a variavel preditora e a unidade de medida apropriada.

e Note também que o termo de errcé transformado:

&; E;
Ei =S \/n—l i = ;= =
Y n n sy — 1 F(?ﬁ =y

2
Var{e;} =0 =  Var{n}=

g

S (yi —9)*

8-218
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8.2.3 Matrizes na Regresséao Padronizada

¢ O sistema de equac0es lineares da regressao ponderada
Zi = QWi+ QoW + - -+ apwyy, + 1)
em termos matriciais € apresentado por
z=Wa+n

0 qual conduz ao Sistema de Equacfes Normais na forma

WWa =W'z.
e A matrix de delineamentoé
w1 Wiz -+ Wip
W — W1 W ~--+ Wy
Wp1 Wp2 -+ Wy

e, portanto, a matrix simétric&’W tem o formato

> w@-21 DWi Wi e Y. Wi Wip
WW — > WigWi > wz'22 DY Wi2Wip
> WipWi1 > WipWi2 -+ > WipWip

e Mas os elementos dessa matrix tém significado especial.
Vejamos o que acontece com uma dada variavel preditora

2
2 Tip —Wg | 1 (T4, — Wy,)? B
2 = lekm] > -

n—1
Vejamos o que acontece com duas variaveis predifoeds

SN e e
_ ! T (@i — Tn) (T — )

SkS n—1
. 65V{Xk, Xl}
VVar{X,}Var{X}

= T
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e A matrix simétricaW’W é composta por:

— elementos unitarioslj na diagonal principal, e
— coeficientes de correlagaentre as variaveis preditoras nas demais posigoes:

1 T2 - Tip
91 1 e T2p
W'W =
Tpr Tp2 - 1

e Ja o produto matriciaW'z, possui a forma

Wiz T'y1

> Wiz Ty2
W'z = =

Z wipzi Typ

pois, cada elemento resulta em

- Tk — Tk Yi — Y
2. was = 2 (wm) <5ym>
- sy18k; Z - _T;Ek—) (1% =

CoWY, X}
JVar{y} Var{x,}

= Tyk-

e O Sistema de Equacfes Normais, na regressao padronizada, pode portanto ser
apresentado na forma de matrix e vetor de correlacdes:

WWa = W'z

R,,aa = 1y,
ondeR,, € a matrix de correlagéo entre as variaveis preditorgs € o vetor de
correlacéo entre a variavel resposta e as variaveis preditoras.

e As estimativas de quadrados minimos séo obtidas solucionando o sistema de
Equacdes Normais:

-~ -1
o = Rmc Ty
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8.2.4 Algumas Propriedades da Regressao Ponderada

Distribuicdo do Erro: o erro tem distribuicdo Gassiana:

0.2
(N6 = mwN(O,).
(0,57 S0 =)

Distribuicdo da Variavel Reposta: se a variavel resposta original tem distribuicao
Gaussiana com
e valor esperad& {Y'|X = x;} = By + X4_; 525 €
e varianciavar{Y|X = x;} = o2,

a nova variavel respostatem distribuicdo Gaussiana com
e valor esperad& {Z|W = w;} = >0_; ajwy;; e
e varianciavar{Z|W = w;} = o2/\/> (i — 7)2.

Distribuicdo das Estimativas dos Coeficientes de Regressapartindo da solucéo do
sistema de Equacdes Normais:

Var{a} = Var{R,_ W'z}
= R W' [Var{z}] WR_}

1
— RIW [ I} WR.!
n—1
1
= R WWR,!
n—1
1 -1

Logo: & ~ N (e, [1/(n — 1)]R})).

Coeficiente de Determinac&o:como a regressao padronizada ndo altera a capacidade
explicativa do modelo, o valor do coeficiente de determinacao deve permanecer
inalterado.

Mas, partindo da variancia da variavel respostas, obtemos:

1 SQL -
Var{Zi}—n_l—n_l = SQTZ—L

ondeSQT indica a soma de quadrados total na regressao padronizada.
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Aplicando esse resultado ao célculo do coeficiente de determinagéo temos:

RQ _ SQMZ
SQTy,

SQM, = R

Lembrando que &Q M é definida matricialmente pdy'X (X'X) ' X'y], 0
coeficiente de determinac&o pode ser obtido pela expresséo

R* = ZW[R,}|W'z

: 1} Tya.

= 1, Ry,

yx

Concluséo: na regressao padronizad&@ M € o proprio coeficiente de
determinacgdo e, consequentemente,

SQR; =1 — R

8.3 Analise de Caminhamento

8.3.1 Correlacéo e Causa: Esquemas Causais

e Existem varioexemplos classicamm estatistica que demostram que um alto grau
de correlacéo entre duas variaveis ndo implica necessariamente na existéncia de
uma relacdo deausa-efeit@ntre elas.

e Em termos técnicos, as analises estatisticas sdo neutras no que se refere a qual
variavel é causa e qual é efeito.

e A aplicacéo da regressédo padronizada a um dado problema pode, no entanto, ser
interpetada comassumindam determinad@squema causg&késquema de
causa-efeito).

e \Lltemos ao Sistema de Equac¢des Normais na regressao padronizada:

R,,a = ry,
1 o - Tip (0%} T'y1
21 1 S 7 (0%) T'y2
Tp1 Tp2 ccc Qp Typ
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e Abrindo o sistema de equacdes obtemos

Tyr = aq + aorie + + OpTip

Tyy = T2 + Qo + +  Qpryy
= 4+ + +

Typ = Q1T1p + Qolgy + +

e Esse sistema sugere o seguinte esquema de causa e efeito (figura 8.1):

— A variavel resposta € o efeito.
— As variaveis preditoras sdo as causas.

— A primeira equacdao do sistema se refere ao efeito total;deobreY que €
quantificado pelo coeficiente de correlaggg o qual € composto por:

efeitodireto de X; sobreY = q;;

efeitoindireto de X; sobreY via X5 = asria;

efeitoindireto de X; sobreY via X3 = asris;

e assim sucessivamente até o efeito indiretaXyja

* Xk X %

— Os efeitos saaditivos.
— Interpreta-se de modo analogo as demais equacdes.

Figura 8.1: Esquema causal para regressao padronizada, asspmanveis preditoras.
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e Por fim, é necessario considerar que nem todo comportamento da variavel resposta
€ explicado pelo esquema causal, existindo causas desconhecidos sobre o efeito
estudado.

No esquema da figura 8.1, as causas desconhecidas séo designadas pelcetarmo
influéncia dessas causas pelo coeficiente

Como no modelo linear multiplo, a variagdo ndo esplicada pelo é dada pela soma de
guadrados do residuo, podemos estimar esse coeficiente por

a. = \/SOR, = V1— R.

8.3.2 Exemplo: Modelagem da Producéo dE. grandis

e No exemplo da modelagem da producadedgrandis realizamos uma regressao
padronizada para comparamagnitudedos efeitos das variaveis preditoras sobre a
producdo, i.e., a variavel resposta foi o logaritmo da producéo.

o Os coeficientes encontrados foram:

VARIAVEL COEFICIENTE

1/Idade -0.20773
Sitio 0.28770
Area Basal 0.57465

e Sendo uma regressao padronizada esses coeficientes representam o efeito direto das
variaveis preditoras sobre a variavel resposta.

e Para completarmos o equema causal (figura 8.1) necessitamos da matrix de
correlacoes:

log(Produgédo 1/Idade Sitio Area Basal
log(Producéo 1.0000 -0.8074 0.9042 0.9351
1/ldade -0.8074 1.0000 -0.7935 -0.6463
Sitio 0.9042 -0.7935 1.0000 0.7860
Area Basal 0.9351 -0.6463 0.7860 1.0000

e O esquema causal da figura 8.1 pode ser traduzido diretamente num sistema de
equagOes (Equacdes Normais) utilizando-se a matrix de correlagéo:

—0.8074 = o + —0.7935a, + —0.6463c3
09042 = —-0.79350; + a%) +  0.7860as3
09351 = —-0.64630; + 0.7860c2 + o
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gue em notacdo matricial se torna:

—0.8074 1.0000 —0.7935 —0.6463 o
0.9042 | = | —0.7935  1.0000  0.7860 Qg
0.9351 —0.6463  0.7860  1.0000 o

com solucgao

a1 —0.20773
ay | = 0.28770 | .

Qs 0.57465

e O coeficiente das causas desconhecidas € estimado a partir do coeficiente de
determinagao

-1

1.0000 —0.7935 —0.6463 —0.8074
R = [—0.8074 0.9042 0.9351 —0.7935  1.0000  0.7860 0.9042
—0.6463  0.7860  1.0000 0.9351
R? 0.9652
Q. V1 — R2=0.1865

- 1/IDADE

log(PRODUCAO)
\

|

AREA BASAL

Figura 8.2: Esquema causal modelagem da producéao de florefagm@amdisem funcao
da idade, sitio e area basal. Linhas continuas indicam refaggitiva linhas tracejadas
indicam relacamegativa A espessura da linha é proporcional ao grau do efeito/correlacao.
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Figura 8.3: Esquema causal alternativop para a modelagem da producao de florEstas de
grandisem funcao da idade, sitio e area basal.

8.3.3 Analise de Caminhamento: Exemplo Aternativo na Modelagem
da Producéao deE. grandis

e Imaginemos um esquema causal alternativo para o problema da modelagem de
producao, que segue a figura 8.3.

e Nesse esquema alternativa a area basal € efeito de sitio e idade que sdo, em Ultima
andlise, as causas.

e Esse esquema ndo segue mais a estrutura da regressao padronizada, mas o que é
geralmente chamado daalise de Caminhamento

¢ O sistema de equagdes nesse caso fica:

rp1/I = Qq + ryrsas + (e +rynsrsa)as
rps = Tryrsoa +  az  + (ryneriyne +rsa)as
rpc = 0y + 0 + as

—0.8074 = aq + —0.80740y + —0.02260903
0.9042 = —-0.8074c; —+ Qi +  1.29884003
0.9351 = 0 (%] + 0 (%) + Qs

8-226



REGRESSAOPADRONIZADA 8.3. ANALISE DE CAMINHAMENTO

e Se 0 sistema for coerente solugdo matricial sera obtida da mesma forma que na
regressao padronizada:

—0.8074 | [ 1.0000 —0.8074 —0.022609 ] [ oy
09042 | = | —0.8074 1.0000 1.298840 | | ay
0.9351 | i 0 0 1.0000 | | as

ai ] [ —2.978499

@ | = | —2715185

a | | 0.935100

e Note que nesse esquema causal a influéncia direta dosi}ied torna negativa.

e O poder explicativo do esquema causal também é medidaiffedocoeficiente
associado ao termo do erro também pode ser obtido:

R2 = r;/:p [Rz_ml] I'yx.
a. = V1—R?
1.0000 —0.8074 —0.022609 ] ' [ —0.8074
R?* = [ —0.8074 0.9042 0.9351 } —0.8074  1.0000  1.298840 0.9042
0 0 1.0000 0.9351

R? = 0.8241815

a. = 1 —0.8241815 = 0.1758185

e Note que o esquema casual alternativo tem um poder explicativo inferior a regressao
padronizada.
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CAPITULO 9
VARIAVEIS PREDITORAS QUALITATIVAS

e Até agora vimos modelos de regressao onde as variaveis preditoras sédo todas
guantitativas

e Entretanto, é possivel incorporar variavgieditoras qualitativas atravées do que
matematicamente chamamoswdgiaveis indicadoras

9.1 Uma Variavel Preditora Qualitativa

A variavel indicadora é utilizada sempre na situacéao onde:

0 se a condicgéo for A

Xi=1h= { 1 se a condic&o for B

9.1.1 Regra de Criacéo de Variaveis Indicadoras

Variaveis qualitativas comclasses sao sempre representadasg pot
variaveis indicadoras.

9.1.2 Por quec — 1 Variaveis para c Classes?

e Suponha que tenhamos 9 observacdes, sendo que cada 3 observacdes foram feitas
sob 3 diferentes tratamentos qualitativos.
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e Se criarmos uma variavel indicadora para cada classe a mdtda:

[C Gy Gy Gy
1 1 0 0
1 1 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
X=11 0 1 o0
10 1 0
10 0 1
10 0 1
1 0 0 1

e A matrix X pode ser invertida ?
N&o, poisC; =1-Cy+1-C5+1-C4.
X é singular pois suas colunas séo linearmente independentes.
e E se utilizarmos apenas 2 variaveis para representar os 3 tratamentos diferentes?
_ 0
0

—_
e}

=y =P+ fix1 + oo + €

— = = R e
O OO, P, P, OO
=0 OO OO

Que deve ser interpretado como:
(o resposta média para o tratamento 1;

(1 quantidade qu& é aumentadau diminuidada resposta do tratamento 1
como efeito do tratamento 2.

(1 quantidade qu&  é aumentadau diminuidada resposta do tratamento 1
como efeito do tratamento 3.

9.1.3 Situacao Hipotética: Efeito de Cip6 no Crescimento

A variavel resposta crescimento da arvore é modelada em funcéo de uma variavel
qualitativa que envolve as classes:
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e A =arvore sem cip0s
e B = arvore com copa coberta por cipdés em 50%

e C = arvore com copa completamente coberta de cipos.

O modelo de regresséao fica:

i = Bo+ Bixa + Poxio + &

I 1 se arvore coberta em 50% por cipés;
"7 ) 0se o contrério.

oo ] 1se arvore sem cipds;
27 ) 0se o contrério.

Assim o0 modelo para as trés cituacdes fica:

Arvore coberta em 100%= E{Y} = 3
Arvore coberta em 50%= E{Y} = +
Arvore sem cipés = E{Y} = 3y + [

Portanto

e (3, = crescimento médio das arvores com 100% de cip6

e [3; = aumento (ou diminuicéo) sobre o crescimento médio das arvores com 100%
de cip6 referente a reducéo da cobertura de cipés para 50%.

e (3, = aumento (ou diminui¢éo) sobre o crescimento médio das &rvores com 100%
de cipo referente a reducéo da cobertura de cipds para 0%.

Note que com este modelo poderiamos testar hipoteses do tipo:

e A cobertura de cipds reduz o crescimento.
Hy:B,=06,=0 <contra H,:p3;>00up; >0
e Areducao pela metade da cobertura do cip6 resultam num aumento mais que
proporcional no crescimento.

Hy 51 = 50 contra H,: ﬁl > ﬁo
Hy: By =205 contra H,: (s >20
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9.2 Modelos com Efeitos de Interacao

Num modelo que utiliza variaveis guantitativas e qualitativas, é possivel ocorrer interacéo
entre elas.

e Suponhamos o seguinte modelo para estimar a producao de floreEiasadigtus
log(Y) = Bo+AX 40l +e
onde:
Y é a producao da floresta;
X é oinverso da idade da floresta;

1 se Arotacao

e a variavel indicadora E= ~
0 se Brotacao

e Neste model@em interacdoa rotacdo influencia apenas o intercepto da relagcéo
producdo - altura das dominantes:

Floresta emarotacdo:E{Y} = [y+ X
Floresta em 2rotacdo:E{Y} = (6o + fa2) + X

¢ O modelocom interacaoseria:
log(Y) = Bo+ X+ Pl +085(1-X)+e

Portanto, a rotacéo interagindo com a altura das dominantes influencia ndo somente
o intercepto mas também a inclinacéo da curva de regressao:

larotacdo:E{Y} = [y+ X
2arotagdo:E{Y} = (Bo+ (o) + (B + 33)X

9.2.1 Exemplo: Producéo em Florestas dE. saligna

9.3 Modelos mais Complexos

O conceito de variavel indicadora pode ser generalizado para situa¢cdes mais complexas:

1. Variaveis indicadoras com mais de 2 classes.
2. Mais de uma variavel qualitativa (var. indicadora).

3. Interagdes entre variaveis indicadoras.
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9.4 Comparacéao de Duas ou Mais Funcbes de Regressao

Assumindo o modelo
yi = Po+ bixi+ Bodli + B3 (L - x;) + &

1 p/ situagao A

onder = { 0 p/ situacdo B

Podemos testar as hipoteses:

e Aslinhas de regressao sédo as mesmas em A e B:
SQM(I,1-X|X)/2
SQR(X,I1,I1-X)/n—4

* R
F2,n—4 -

e Aiinclinacao das linhas de regressdo sao as mesmas em A e B:
SQM(I-X|X,1)/1
SQR(X,1,1-X)/n—4

* —_—
Fl,n—4 -

9.4.1 Exemplo: Producédo em Florestas dE. saligna
9.5 Consideracbes Finais

9.5.1 Por que néo utilizar os codigos numéricos geralmente utilizados
em variaveis qualitativas?

Suponha que desejemos modelar a diversidade de espécies na regeneracao natural de uma
floresta nativa apés a colheita de madeira.

O impacto da colheita foi classificado em:

Classe T1

Baixo impacto 1
Médio impacto 2
Alto impacto 3

O modelo de regresséo seria:
yi = Bo + Brri + &
0 que leva nas seguintes espectativas quanto ao impacto da colheita
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Classe E{Y}

Baixo impacto 5y + 51(1) = By + 1
Médio impacto S, + 31(2) = By + 264
Alto impacto Gy + £1(3) = B + 35

A implicagdo muito restritiva é:

E{Y| médio impacta — E {Y'| baixo impacto}
= E{Y| alto impacto} — E{Y'| médio impacto; = 3,

Ja utilizando as variaveis indicadoras

Classe T1 To
Baixoimpacto 0 O
Médioimpacto 1 O
Alto impacto 0 1

temos o modelo
Yi = Po + Bizia + Baxio + &
ondes; mede
E{Y| médio impactd — E{Y'| baixo impacto}
enquanto qug, mede

E {Y'| alto impacto} — E {Y'| baixo impacto}

Sem a necessidade de assumirmos que este dois efeitos sdo iguais.

9.5.2 Outras Formas de Codificacéo de Variaveis Indicadoras
A codificacé@o que utiliza os valores 0 e 1, aplicades-al variaveis indicadoras
representativas declassesido é a unicaforma de codificagéo.

Existem outras formas, mas € importante sempre considerar os modelos resultantes para
cada classe e as implicacdes em termos de estimativa dos parametros.

Uma forma frequentemente utilizada é:

7 1 se condicdo A
| —1 secondicdo B
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neste caso o modelo
Yi = Bo + Bz + Bol + &
implica nos seguintes “sub-modelos™

Média entre as situagbes Ae B> E{Y} =y + 51 X
Situacdo A = E{Y} = (Bo + () + /1 X
Situagdo B = E{Y} = (6p — o) + 51 X
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CAPiTULO 10
DIAGNOSTICO E MULTICOLINEARIDADE

O diagndstico em regressao linear € a deteccédo de:

1. adequacdo das variaveis preditoras;

2. presenca de observacoes discrepantes quanto a
variavies preditorasX), e
variavel respostay();

3. presencao de observacdoes influentes;

4. existéncia de multicolinearidade.

10.1 Adequacéao de uma Variavel Preditora

A adequacao de uma nova variavel preditora, dado que ja existe uma série de variaveis
preditoras no modelo, é detectada atravegrdécos de regresséao parcial

e Ajustary em funcéo das variaveis preditoras jA no modelo e computar os residuos
e{y|zy, ..., xp_1}-

e Ajustar a nova variavel preditorg, em funcdo das variaveis preditoras ja no
modelo e computar os residuoScy |z, . .., 251 }.

e O gréfico dos residuos desobre os residuos de reflete a importancia marginal
del’k.
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e(ylxq, Xo, ..., Xk-1)

e(XulX1, X2, ++.y Xi-1)

Figura 10.1: Exemplo de grafico de regressao parcial quando a varjéa@iescenta poder
explicativo ao modelo.

10.2 Observacodes Discrepantes em Relacéo as Variaveis
Preditoras

Existe diferentes maneiras de uma observacao ser discrepante. seguindo a figura 10.2,
vejamos:

e Nem todas observacdes discrepantes tém influéncia forte sobre a regresséo:

— observacdes 1 e 2: provavelmente nao muito influrentes;
— observacao 3: provavelmente ndo muito influrente;
— observacoes 4 e 5: provavelmes@® muitoinflurentes.
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Iy | 3
Y 1.

>

X

Figura 10.2: exemplo de gréfico de regressdo mostrando observacfes discrepantes (nume-
radas de 1 a 5) segundo diferentes critérios.

e Quanto temos duas ou mais variaveis preditoras torna-se difificil detectar variaveis
discrepantes utilizando apenas graficos.

10.3 Observacdes Influentes em Relacao as Variaveis
Preditoras

10.3.1 Usando a Matrix de Projecao (Hat Matrix”)
e Como ja foi visto, os residuos podem ser vistos como uma projecéo dos valores

observados da variavel resposta num hiperplano perpendicular ao hiperplano das
variaveis preditoras
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= y—Xb

= y - X[X'X]Xy
= y—Py

= [I-Ply

e Foi mostrado também que
Var{e} = o*I—P]
assim para um residuo individugltemos
Var{e;} = o*[1 - Py
ondeP,; = x;[X'X] 'x; é o sinoelemento da diagonal de.

¢ O elemento diagonaP;; é chamado de “alavancamentolgieragé) da i€sima
observacéo.

e Algumas propriedades o “alavancamento”:

— éumvalorentreOe 1.
ComoP é uma matrix idempotente de pogte- 1 temos que

> Pi=p+1, portanto, 0< P; < 1.

— Se o valor deP; é alto, entéo o valor d&ar{e;} € baixo.

¢ O alavancament®, pode ser considerado como uma medida da distancrE&aai
observacao dwealor médio dasn observacdes d¥;.

e Afigura 10.3 mostra o “alavancamento” de duas observa¢des no caso de um modelo
com duas variaveis preditoras.

e SeP,; égrandetemos:

— aiésimapgpservacao é influente;

— esta observacao exerce consideravel influéncia (alavancamento = leverage) na
determinacao do valor esperagio

e Ha duas maneiras para se interprdtar

10-238



DIAGNOSTICO EMULTICOLINEARIDADE 10.3. OBSERVACOES INFLUENTES

X,

Alavancamento ALTO

% X

Figura 10.3: Exemplo de “alavancamento” de observagdes indivdiduais num modelo com
duas variaveis preditoras.

1. Os valores esperados gae- Py, ou seja, cadg; € uma combinacao linear
dos valores observadgs
Os P; séo oesosna determinacao dos valores esperados.

Conclusdoguanto maiorP;;, mais influente é a observacéao

2. ComoVar{e;} = o?(1 — P), temos que quanto maidt;, tanto menor
Var{e;} e, conseqientemente, mais préximo o valor ajustad@sétara do
valor observadoy).

10.3.2 Regras Praticas

Ha duas regras praticas para detectar observacoes influentes:

1. SeP,; > 2P;;, onde

?ii _ Z?:lpii :p_|_17
n n
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isto é, se

1
n
entaol;; é grande.

2. Existe um grande “salto” entre a magnitude da maioriafjpos a magnitude de
alguns pouco#’;?

10.4 Observacoes Discrepantes em Relacéo a Variavel
Resposta

Ja foi visto que os residuos podem padronizadospela transformacao:
€

QMR

0s quais podem ser utilizados para estudar a normalidade, pois se

e ~n(0,0%), entdo ~ n(0,1)
o

Assim, temos

€;

m’vt(”—p)

e podemos verificar na tabelae Student se apenas 5% dos residuos superam em valor
absoluto &(0.975,n — p).

Como a variancia do residuo é
Var{e;} = o* (1 — Py)
utilizaremos como variancia estimada
Var{e;} = QMR (1 — Py)
para computar ogesiduos Studentizados
_ €i
~ JOMR(1 - PBy)

utilizando a tabela de Student podemos detectar observacdes discrepantes.

*
€;
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10.4.1 Residuos Studentizados Cancelados
¢ Uma segunda variante dos residuos Studentizados é mé&gif@iesiduo como
di = yi— :Z/\(i)
ondej; € o valor estimadexcluindo a €SiMapbservagdona regressao.
portanto,d; pode ser chamado désimoresiduo cancelado

e Note que
Var{d;} = QMR (1+x:[X0)'X)'x))

e oresiduo Studentizado canceladsera

d;
& = ———— ~it(n—p)

V Var{d;}

e Note que:
— se a observacamio é influente ndo havera muita diferenca emtre d;, ou
entree; ed;.

— se a observacdao for muito influente havera uma grande mudanrgaal@e’
oud;.

e Felizmente, 0¥} podem ser calculados sem a realiza¢ao de novas regressoes:
1/2
d; = e nTp /
‘ “|SQR(1 — Py) — e?

10.5 Observacoes Influentes em Relacao a Variavel
Resposta

A partir dos residuos deletados foram desenvolvidas outras medidas de influéncia
baseadas no cancelamento das observag¢des uma-a-uma.

DFFITS: mede a influéncia sobre os valores esperados.

Ui — Yi(i)

\OM Ry Py

(DFFITS); =
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YA

sem Z

-

X

Figura 10.4: Exemplo de grafico de regressdo com observacao influente, cuja influéncia
pode ser detectado atravésrdeiduo deletado

ou seja, é a diferenca entre o valor estimado com a present€éi®adbservacdo
(7:) e o valor estimado quando esta observcao é cancejagh (

Pode ser mostrado que

n—p 12 p
(DFFITS), = [SQR(l_Bi)_eZ] [1_3’]
R 7
= {1—3}

Regra pratica: a observacao € influente se

e DFFITS> 1, para conjuntos de dados pequenos(30).

e DFFITS > 2,/p/n, para conjuntos de dados grandes( 30).
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DFBETAS: mede a influéncia sobre as estimativas dos coeficientes de regressao

b — i)

VORM Ry - Cry,

(DFBETAS);) =

onde
e b, estimativa dej, com base nas observacoes;
o by(;) estimativa dej, excluindo-se adsimagbservacior{ — 1 casos);
e Cy, € 0 Kesimoelemento da diagonal d&'X]';
o \/m é 0 erro padréo di, com base nos — 1 casos.

Regra prética: uma observacéao é influente se

e DFBETAS> 1, para conjuntos de dados pequenos(30).
e DFBETAS> 2,/n, para conjuntos de dados grandes>( 30).

Distancia de Cook: medida do impacto geral déSiMaobservacado sobre todas as
estimativas dos coeficientes de regressao.

A regido de confianca dgscoeficientes de regresséo foi definida como

(b—B)X'X(b - p)
p QMR

F(p,n—p) =

A distancia de Cook tem relag@o préxima com esta regido:

(b — b))’ X'X(b — b))

Di —
p QMR

ondeb;, é o vetor das estimativas dos coeficientes de regresséo quaFlida i
observacao é cancelada.

D; ndo segue a distribuica®’, mas

e SeD, = percentil< 10 — 20 = p > 0.80 — 0.90 = pequenainfluéncia.
e SeD; = percentil> 50 = p < 0.50 = grande influéncia.
e Note que para percentis entre 20-50 tém-se uma regido “nebulosa”.
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Na pratica, a distancia de Cook é calculada por

D - G L
" pQMR |(1— Py)?

Quanto maioe; ou P;;, maior éD,.

10.6 Medidas Remediadoras

e A andlise de observacdes discrepantes e influentes € um componente essencial a
uma boa anélise de regresséo,

entretanto, ela exige uma boa capacidade de jugamento do analista.

e Para detectar medidas influentes temos:
matrix P (valoresP;;) que sédo o “alavancamento”;
residuos Studentizados canceladgs
distancia de CoolD;.
Mas o que fazer ao detectarmos uma observacgéao influente nem sempre é muito
claro.
e Algumas observagdes influentes podemadservacdes erradas
Mas uma observacao perfeitamente normal também pode ser altamente influente!!

¢ Neste caso, algumas possiblidades séo:

— A amostragem foi insuficiente na vizinhacga da observacao influente,
= voltar ao campo e coletar mais dados.

— O modelo é inapropriado.

— A forma atual das variaveis preditoras ndo € apropriada ou
estdo faltando variaveis preditoras importantes.

e Frequentemente, a influéncia de algumas observacdes poder ser reduzida por
transformagéo das variaveis,

mudanca do processo de ajuste do modelo (por exemplo minimizagéo dos
desvios absolutos).
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10.7 Multicolinearidade

Multicolinearidade = correlagéo entre as variaveis preditoras.

10.7.1 Efeitos da Multicolinearidade

Efeitos quando as variaveis preditoras ndo séo correlacionadas

1. As estimativas dos parametros para uma dada variavel ndo dependem de quais
outras variaveis estdo no modelo.

2. A soma de quadrados extra para qualquer variavel preditora é igual a SQM
para a regressao linear simples com esta variavel.

Efeito quando as variaveis preditoras sao perfeitamente correlacionadas:

1. Existe um numerafinito de funcdes de resposta, todas elas ajustando os
dados igualmente bem.

2. Correlacéo perfeita ndo impede de se obtebom ajusteaos dados.

3. Como existe infinitas funcdes de resposta com 0 mesmo ajuste, hao se pode
interpretar o conjunto dos coeficientes de regressédo como refletindo o efeito
das variaveis preditoras.

Efeitos da Multicolinearidade :

1. Nenhum efeito sobre a possibilidade de se obter um bom ajuste.

2. Avariancia amostral dos coeficientes de regressao é grande:
— nenhum parametro é estatisticamente significativo (ndo se rejeita
Hy : Br = 0);
— mas o conjunto de variaveis preditoras € estatisticamente significativo (teste
F do modelo é significativo).

3. Na&o é realista avaliar o efeito de uma variavel preditora mantendo as demais
constantes.

4. A soma de quadrados extra de uma variavel preditora depende das demais
variaveis presentes no modelo.
5. Testeg simultaneos sao problematicos;

— eles podem aceitar o conjunto de hipételgs 5, = 0, quando o testé’
pela SQ-extra rejeitaria 0 mesmo conjuntofss.
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Lembre-se que o teste® um teste marginal, analogo ao teBtpela SQ-extra
assumindo que todas as demais variaveis preditoras ja estdo no modelo.

10.7.2 Diagnose Informal da Multicolinearidade

1. Grandes mudancgas nas estimativas dos coeficientes quando variaveis séo incluidas
ou excluidas do modelo.

2. Testes ndo significativos para variaveis consideradas importantes.
3. Estimativas dos coeficientes de regressin sinal errado.

4. Alta correlacéo (duas-a-duas) entre as variaveis preditoras.
Matrix de correlagdo das variaveis preditoras é util, mas limitada:

e uma variavel preditora pode ser funcao de duas ou mais outras variaveis
preditoras,

e correlacdes triplas, quadruplas, etc.

10.7.3 VIF - Fator de Inflacdo da Variancia

Relembrando a regresséo padronizada onde
b = [XX]'X'Y=R;!'r,
foi mostrado que
Var{b'} = (¢')’R}
onde:

e (0’)? é avariancia dos erros na regresséo padronizada;

e R_! é a matrix de correlagéo entre as variaveis preditoras.

Note que:

var{t,} = (')’ [R;}]

onde[R_ !, € o Ksimoelemento da diagonal principal da matRx!.

T
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Este elemento é chamado de Fator de Inflagdo da Variancia (VIF - Variance Inflaction
Factor):

1

v =

ondeR? é o coeficiente de determinagédo da regressag,deobre todas as outras- 1
variaveisX.

Note que

o VIF, > 1
¢ A medida que a relacdo enthg, e as demais variaveis preditoristende a
perfeicado
= R% — 1
= VIF, — o0
= Var{b,.} — o
Regra prética: Se VIF > 10, entdo existe clara indicagéo de que a multicolinearidade
esté influenciando a precisdo das estimativas de quadrados minimos.

O valor médio dos VIF também é importante.

e Pode ser mostrado que

p p
e{> - arf = (@3 viFy
k=1 k=1
e Alto valor médio dos VIF
=- grandes diferencas entre valores estimados e verdadeiros dos coeficientes da
regressao padronizada
= baixa precisdogeral na estimativa dos coeficientes de regressao.

TOLERANCIA: muintos softwares estatisticos definem o inverso do VIF como “limite
de tolerancia” abaixo do qual o modelo de regressao nao é ajustado.

TOLERANCIA = ! =1-R;

MEDIDAS REMEDIADORAS: regresséao de “culmieira” (ridge regression).
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CAaPiTULO 11
SELEC,‘AO DE VARIAVEIS E M ODELOS

11.1 Construindo um Modelo por Regresséo

A construacdo de um modelo por regressao éuouesso interativono qual os conceitos
e instrumentos vistos nesse curso sao integrados

As fases na construcédo de modelos séo:

1. Coleta e preparacao dos dados,
2. Reducao no numero de variaveis preditoras,
3. Selec&o do modelo e refinamento,

4. Validacao do modelo.

11.1.1 Coleta e Preparacao dos Dados

¢ Reduzir a “longa lista de medidas” de campo para um grupo operacional e eficente
(em custo) de medidas.

e Eliminar as variaveis que:

— néo sao fundamentais para o problema estudado;
— Sao sujeitas a grandes erros de mensuragao;
— duplicam a informacéo contida em outras variavies.
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Regra Pratica: 6-10 casos (classes) em cada variavel.

Editar os dados é unfase essencial

No caso de “grandes bases de dados”, é critico o uso dgetenciador de banco
de dados preferencialmente um banco de dadgacional (linguagem SQL).

11.1.2 Reducédo do Numero de Variaveis Preditoras

Por “tentatia-e-erro” decidir a forma funcional dos modelos.

Selecionar unbbom sub-conjunto de variaveis preditoras) incluindo qualquer
transformacao.

Com dado®bservacionais a selecdo de um “bom” sub-conjunto e a determinacao
da forma funcional é geralmente o problema mais dificil na anélise de regressao.

Multicolinearidade pode ser um problema, especialmente quando sugere a exclusao
de variaveis preditoras importantes.

Outro problema tipico: pequena amplitude de variagdo em muitas variaveis
preditoras.

Existe um grande niumero de abordagens computacionais para construcao de
modelos de regressamaso processo de construcdo de orodelo Gtil exigem um
grande dose de “jugamento subjetivo”.

11.2 *“Todas-Regressdes-Possiveis”

Objetivo: identificar um subconjunto pequeno de modelos alternativos (em geral 5 a 10).

Criétrios: varios critérios podem ser utilizados para comparar os modelos e gerar 0
melhor subconjunto:

Coeficiente de Determinacagy),
Quadrado Médio do Residua@ ¥/ R,),

Cp de Mallow (),

Soma de Quadrados de Predic&R({ESS,).
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Notacao:
e Numero de variaveis preditoras potenciais nos dadas =
= modelo com todas variaveis preditoras estpmal parametros.
e Subconjunto das variaveis preditoras.=

e CRITERIO(k) = valor do critério para o modelo coivariaveis preditoras, i.e.,
estimak + 1 parametros (inclue o intercepto).

e 0<k<p

11.2.1 Critério R*(k)

e Lembrar que:

_ SQM(k) . SQR(k)
0= Tsor 7' sar

¢ Note que o denominadoragdnstante(SQT) para todas as regressdes possiveis e
que SQ R nunca pode crescerquando uma nova variavel é incluida no modelo.

e O objetivo é encontrar o ponto onde o acréscimo de mais uma variavel nao resulta
numaumento substancialde k2.

e Para de adicionar varidveis quando o ganho margin@’né pequeno.

11.2.2 Critério QM R(k) ou R?

e Lembrar que @?? ajustado %) leva em consideracé@o o nimero de variaveis
preditoras no modelo:

R2 =1

(67

n-1\SQR _ QMR
\p-1)8Qr &2

e Neste critério, observa-se quéo rapidaménté R(k) ou R? sdo reduzidos com
aumento de variaveis preditoras.

e O minimo absoluto d@) M R nao indica necessariamente o melhor modelo.
= “excesso de ajuste'dyerfi) do modelo a amostra.
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e Note que aQ M R podeaumentar & medida qué cresce, caso a redugdo na soma
de quadrados do residuo ndo compense a reducao nos graus de liberdade:

SQR

MR=—"—
@ n—k+1

11.2.3 Critério C,

e Considere que o comvariaveis preditoras potenciais (modelo completo goml
parametros) foi cuidadosamente escolhido de modo que

QMR(XD s 7Xk’)
é uma estimativa nao viciada dé.

e Entao

SQR(k)

Chlk) = QMR(X,,...,Xy)

—(n—2(k + 1))

deve ser igual & + 1 se 0 modelo com variaveis preditoras ndo possuir nenhum
viés.
e Note que se

E{QMR(X,,....,Xp)} =0 e E{SQR(k)}=n—k+1)o?

entao
ECIY = Grmmn g~ (0= 2+ 1)
_ (”‘]Z; D 2k 1))

= n—k—1—-n+2k+2
= k+1 (numero de parametros)
Portanto, podemos comparar os modelos através de um grafi¢g/depor & + 1:
e O gréfico permite analisarvaésdos modelos:

— Viés pequeno=- modelo préximo a linh&@, (k) = k + 1.
— Viés grande=- modelo bermacimada linhaC, (k) = k + 1.
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e O C, contem tanto wiésquanto avarianciae, portanto, esta relacionadaewo
quadrado total médio (FQT M):

EQTM = viés + variancia
EQTM{B) = (E{0)—6)" + var{d)

Formalmente, a estatisticg (k) estima o critério:

Erro Quadrado Total Médio

Fh) = Variancia do Erro Verdadeia?)
T(k) = E{ng(m —(n=2k+1))
Logo:
Cy(F) DORE) (w2 + 1)

QMR(Xla s 7Xl€>

e, portanto, o que se deseja do melhor modelo é:

1. C, = k+1,
2. C, pequenoPRrincipio da Parsiménif

11.2.4 Algoritmo para Identificar o “Melhor” Subconjunto

e Num problema comp variaveis preditoras potenciais existeéfri! modelos de
regressao possiveis.

e Varios softwares estatisticos apresentam algoritmos para encontrar o “melhor”
subconjunto de variaveis preditoras.
Este algoritmo procurara somente os 5 ou 10 “melhores” subconjuntos utilizando
um critérios (em geral um dos critérios acinsan ajustartodos os modelos.

¢ Uma vez identificados os melhores subconjuntos devemos proceder com

— analise dos residuos,
— analise de observacdes influentes,

— 0S objetivos e conhecimento que o pesquisador tem em mente.

11-252



SELEGAO DE VARIAVEIS E MODELBs REGRESSAO PASSO-A-PASSO (“STEPWISE”)

11.3 Regressao Passo-a-Passo (“Stepwise”)

Quando possuimos um grande numero de variaveis preditoras, a abrodagem do “melhor
subconjunto” pode nao ser possivel.

A regresséao “passo-a-passseigpwisg € uma abordagem alternativa para se encontrar um
subconjunto de variaveis gue seja “razoavelmente bom”.

11.3.1 Algoritmo de Procura

(1) Ajuste o modelo de regressao linear simples para cada uma-idasariaveis
preditoras potenciais.

A variavel com amaior
_ QMM(Xy)
QMR(X)
é incluida no modelo primeir@e F}; exceder um limite previamente estabelecido:
Fentra geralmente o quantil 10% da distribuicBo

Essa variavel sera designada poy.

Fy

(2) Ajuste todos os modelos com duas variaveis preditoras compostos pela varjavel
selecionado no passo (1) e mais uma.

Compute:

Ey

_ QMM(X,|X,) _ [ by r
QMR(XQ,X]C) S{bk}
a variavelX, com o maiorF™* € candidata a proxima incluséo.
SeF} > Fentra€ntdoX, entra no modelo (a designaremos pg).
(3) Assuindo queX, entrou no modelo, o modelo € examinado para verificar se alguma
variavel presente deve ser excluida.
No modelo com duas variaveis se computa
e _ QMM(X,|X,)
* QMR(X,, X))

No modelo com- variaveis, assumindo qu€. foi a Ultima a entrar, se computa

_ QMM<XI€|X17 s 7Xk—17Xk:+17 s 7Xr)

F*
F QMR(Xy,...,X,)
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A variavel com omenor F;f é candidata a excluséao.
SeF}; for menor que um limite predeterminad@,; geralmente o quantil 10% ou
20% da distribuicad’, entdoX, € excluida.

(4) Se ambasy, e X, sdo mantidas no modelo, repete-se 0 passo (2) para uma terceira
variavel.
Sempre seguindo a regra:

e inclui a variavel ddora do modelaom o maiorF}; (se maior que o limite
Fentra;
e exclui a variavel delentro do modelaom o menotF}* (se menor que o limite
Fsa)-
(5) Segue-se os passos (2) a (4) até que nenhuma incluséo/exclusdo possa ocorrer.
O modelo resultante € o modelo “passo-a-passo”.

11.3.2 Outros Algoritmos de Regressao “Passo-a-passo”

Passo-a-passo para Frente (“Stepwise Forward”)# o mesmo algoritmo que a
regressao passo-a-passo, mas as varia@eisao excluidas

Passo-a-passo para Tras (“Stepwise Backward”)g a eliminacao das variaveis a partir
do modelo completo.

1. Comecar com o modelo completo{ 1 variaveis preditoras).
2. Procurar a variavel comroenor F parcial:

_QMM(Xg| X1, Xi, Xy, 5 X))
QMR(X1,...,X,)

Fy

3. Se 0 menoF} estiver abaixo do limite minimo, eliminay .
4. Re-ajustar o modelo seiy,, modelo conp — 1 variaveis preditoras restantes.

5. Calcular of parcial e continuar com a exclusao das variaveis até nenhum dos
I parciais fique abaixo do limite minimo.
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11.3.3 Critica aos Critérios de Selecao de Variaveis Modelos

e Todos os critérios apresentados anteriormente, assumem a existéncia de uma
hierarquia nos modelos, geralmente do modelo mais completo (com todas
variaveis preditoras) toma-se uma série de modeldszidodiminuindo-se o
namero de variaveis preditoras.

e Para comparar modelo$io hierarquicosos critérios apresentados séo falhos, pois
nao ha como assumir que um dos modelos geraelfor’ estimativa da variancia
do erro ¢2).

e O Critério de Akaike (AIC) e suas variagfes sao critérios diferentes desses, pois ndo
assumem a existéncia de modelos hierarquicos, mas simplesmente de modelos
concorrentes.

e AIC é uma estimativa daogverossimilhanca Negativa dos Modepmderanda
para o numero de parametros estimados, consequentemente, 0 modelo com menor
valor de AIC € o mais apropriado.

11.4 Validacao de Modelos

Existem trés abordagens basicas para a validacdo de modelos de regresséao:

(1) Coletar dadosiovose verificar a capacidade preditora do modelo ajustado.
(2) Comparar os resultados do modelo com:

e resultados teoricos esperados,
e resultados empiricos anteriores ou resultados de simulagdes.

(3) Dados de validacéo:

e Dividir os dados enduas amostrasatraves de selecéo aleatéria das
observacdes:

amostra de ajuste,
amostra de validacéo.

e Ultilizar apenas a amostra de ajuste na construcdo do modelo.
e Tendo o modelo, verificar a capacidade preditora na amostra de validacéao.

e Validacdo Cruzada: cruzar os a construcao/verificacao entre os dois
conjuntos de dados.
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