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No dicionario:

Na Estatistica:

Plausibilidade x Verossimilhanca

Conclusio: Plausibilidade = Verossimilhanca.
Plausibilidade: linguagem corrente, coloquial.

Verossimilhanca: linguagem técnica.

A abordagem da Verossimilhanca se apoia em dois
conceitos basicos:

Lei da Verossimilhanca: de aceitacdo geral entre os
estatisticos de todas as tribos.

Principio de Verossimilhanca: de aceitacdo mais restrita,
embora seja um pilar filoséfico da Estatistica como
Ciéncia.
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Comparacdo de
Hipétes Hipétese A: X = x seria observado com prob. p(z)

Hipétese B: X = x seria observado com prob. pp(z)

Lei de A observacdo X = z favorece a hipétese A sobre a
Verossimilhanca: hipétese B se e somente se:

pa(z) > pp(x).

Razdo de A forca de evidéncia em favor da hipétese A sobre a
Verossimilhanca: hipétese B é dada pela razio:
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Exemplo: Regeneracdo Natural

Hipo6tese A: o namero médio de plantulas é 16
(5700 ind/ha)

Hipdtese B: o nimero médio de plantulas é 35
(12500 ind/ha)

Parcela: observou-se 24 plantulas (8470 ind/ha)

X (variavel aleatéria “nimero de plantulas”) é Poisson.
Probabilidade — funcdo de densidade:

I
PX=x)=""F

x!

x € o valor de uma observacio;

i (pardmetro) é o nimero médio de, plantulas.
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Exemplo: Regeneracdo Natural

Probabilidade
sob as  Hipstese A: 1 = 16

hip6teses
e—167624
= — =0.01437018
pa(24) o 0.0
Hipétese B: 1 = 35
e—353 24
pp(24) = ————— = 0.01160434
24!
Raz3o de

Verossimilhanca
pa(24)  0.01437018

= = 1.238345.
pp(24)  0.01160434
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Quando o
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Conhecido?

Funcdo de Verossimilhanca: Poisson

E funcdo da variavel aleatéria X, assumindo que o
pardmetro (i) é conhecido:
e Hu®

x!

f(z|p) = P(X = z|u) =

Se o dado é conhecido (X = 24), a fun¢do passa a
depender do valor do pardmetro desconhecido (u):

efuu24

oa = f(Hlz) = L{plX = 24}
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Funcdo de Verossimilhanca: Poisson

A func3o de densidade se torna uma funcio de
verossimilhanca quando:

O dado é fixo (resultado empirico);

O valor de pardmetro é desconhecido (variavel).
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Funcdo de Verossimilhanca: Poisson

A func3o de densidade se torna uma funcio de
verossimilhanca quando:

O dado é fixo (resultado empirico);

O valor de pardmetro é desconhecido (variavel).

e—,uu24
24!
A Funcdo de Verossimilhanca £{u|X = z} é continua.

A Funcido de densidade f(z|u) = P(X = x|u) é
discreta.

L{nlX = 24} =



Funcdo de Verossimilhanca

Fungdo continua: L{u|X = 24}.
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Func3do de Densidade: Poisson

Funcdo discreta: f(x|u =24) = P(X = z|u = 24).

Probabilidade
0.04 0.06 0.08
Il Il I

0.02
1
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0.00
L



Exemplo: Distribuicdo Binomial

Funcio de densidade:
f(zln=10,p =0.7) = P(X = z|n = 10,p = 0.7).

T T T T T T T T
3 4 5 6 7 8 9

] 1 2

Probabilidade
0.15 0.20 0.25
1 1 ]
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Exemplo: Distribuicdo Binomial

Funcdo continua: L{p|n =10, X = 7}.

0.10 0.15 0.20 0.25
1 1 1 1

Verossimilhanca
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Exemplo: Distribuicdo Exponencial

Fungdo de densidade (continua): f(z|\ =0.2).

Densidade
0.10 0.15 0.20
Il Il Il

0.05
1

0.00
1




Exemplo: Distribuicdo Exponencial

Fun¢do continua: L{\|X = 30}.

0.012
|

Verossimilhanca
0.008
|

0.004
1
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Hipoteses Uma observacdo X = x favorece a hipétese A : 6 = 0,4
Ae B contra a hipétese B : 6 = 0p.

Hipdteses Uma observacdo Y = y favorece a hipétese C : 3 = B¢
C e D contra a hipétese D : 3 = (p.
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Principio de Verossimilhanca

Uma observacio X = x favorece a hipotese A : 0 =0,
contra a hipétese B : 0 = 0p.

Uma observagdo Y = y favorece a hipétese C': § = (¢
contra a hipétese D : 6 = [(p.

Se:
L{0a}  L{Bc}

{6}  L{6p}
Entdo a observacdo X = x em favor de A vis-a-vis B e
a observacdo Y = y em favor de C vis-a-vis D s&o
equivalentes em termos de evidéncia.
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Conclusio

Consequéncia

Principio de Verossimilhanca

A razdo de verossimilhanca é uma evidéncia relativa
entre duas hipéteses.

A forca de evidéncia representada pela magnitude da
razdo de verossimilhanca

é uma medida absoluta na comparacio de hipéteses.

A evidéncia contida nos dados a respeito de qualquer
hipétese

é totalmente caracterizada pela funcio de
verossimilhanca.
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Exemplo:
Regeneragdo
Natural

Principio de Verossimilhanca

Foram observadas 24 plantulas (X = 24).
O modelo assumido é a distribuicio Poisson.

Toda evidéncia da observacio a respeito do niimero
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Laboratério A

Qual o Modelo
Estatistico?
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Testar a toxidez de uma data substincia quimica.

Dispunha de muitas cobaias.

Selecionou 20 cobaias e aplicou a substincia em
concentracio padrio.

Resultado: 6 mortes.

A distribuicdo Binomial.
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Laboratério B
N3o dispunha de muitas cobaias.
Aplicou a substancia em concentracdo padrdo a cada
cobaia disponivel.
Decidiu-se que o experimento terminaria com o 6% morte.

Resultado: 20 cobaias receberam a substancia.

Qual o Modelo
Estatistico? A distribuicdo Binomial Negativa.
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Exemplo: Dois
Laboratérios

As Evidéncias
s3o Diferentes?

Principio de Verossimilhanca

Laboratério A: 6 mortes em 20 cobaias.

Laboratério B: 6 mortes em 20 cobaias.
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Maltiplas Observacdes Independentes

Dados: Os dados sdo uma amotra com n observacdes
independentes:

Xp =A{z1,22,..., 25}

Probabilidade A probabilidade da amostra pelo modelo A:

P(Xn|A)=P(X=21|A)-P(X=3|A)-...P(X=2n|A)

Verossimilhanca

Verossimilhanca da amostra é o produtério da
verossimilhanca das observacdes:

LLAIX Y =L{A| X =1 }-L{A|X =22 }-....L{A| X =1, }

L{AIX,} = [ [ £{AIX = .}

i=1
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Verossimilhanca das observacdes individuais:
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Verossimilhanca da amostra:
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Exemplo:
Regneracao
Natural

Valor Numérico da Verossimilhanca da

Amostra

Valores da Verossimilhanca para as parcelas e amostra:

Parcela No. Hipoteses
Plantulas =16 ©w=35
1 10 3.409770x 10792 4.793034x10-°7
2 24 1.437018x10792  1.160434x10~92
3 40 2.015777x10797  4.474761x 1002
4 60 2.389530x10~ 17  3.338881x10 %

Amostra

2.360164x 1027

8.310016x 10~ 1%
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Func3o de
Verossimilhanca

Transformacido

log:
sinal:

nova funcio:

Funcdo de Log-Verossimilhanca Negativa

Observacdes: valores positivos pequenos

(em geral 0 < L < 1).

Amostra: produto — 0 quando n cresce.

resulta em valores razoaveis, mas negativos: In(L).
resulta em valores positivos: —In(L).
Log-Verossimilhanca Negativa: L = — In(L).
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Observacio:
L{A|X =21} = —In(L{A|X = x1})
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Funcdo de Log-Verossimilhanca Negativa

Observacio:
L{A|X =21} = — In (C{A]X = 21})
L{A|X = z2} = —In (L{A|X = x2})

L{AIX = 2,} = — In (C{A|X = z,})

Amostra:
L{AX,} = —In [C{A|X.}]
L{A|X,} = -In[[[}-; L{A|X = z;}]
L{AIX,} =", L{A|X = z;}
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Funcdo de Log-Verossimilhanca Negativa

Valores
numériCOS: mais Parcela No. Hipoteses
COTERIEEES Plantulas  p=16  u=35
10 3.378525  14.550932
24 4.242600 4.456376

40 15.417091 3.106717
60 38.272850 10.307290

A W NN =

Amostra: = 61.311066 32.421315
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L{AIXn} =TTy L{AIX = 23}
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Conveniéncia Algébrica: Exemplo da Dist. Poisson
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Conveniéncia Algébrica: Exemplo da Dist. Poisson

L{AIX} = TT7 L{AIX = 2;}
L{AIX,} =TT, b

£{AIXa} = ()" T, &5

i=1 x;!

L{A|X,} = $F, L{AIX = z;}
L{A|Xn} = i, —In |47
L{A|X,} = 0L, [ — @i () + (i)




Verossimilhanca:

Log-
Verossimilhanca
Negativa:

Funcdo de Log-Verossimilhanca Negativa
Conveniéncia Algébrica: Exemplo da Dist. Poisson

L{AIXn} = [T, L{AIX = 2}
L{A|X,} =TT, i

LX) = ()" T &5

i=1 x;!

L{A[Xp} = > oin L{AIX = i}

L{A|X,} = 7, ~In |24

L{AIX,} = S0 [ — @i In(p) + In(a:)]
L{A|X,} =n p—In(p) Y20 x5 +n D00 In(z;)




Funcdo de Log-Verossimilhanca Negativa

Curva da Funcio de
Verossimilhanca

8e-15
Il

Verossimilhanca
|

4e-15
I

0e+00
1



Funcdo de Log-Verossimilhanca Negativa

Curva da Funcdo de
Log-Verossimilhanca Negativa

600 800 1000
1 1 1

400
1

Log-Veros. Neg.

200
1

T
0 20 40 60 80 100




Método da Maxima Verossimilhanca



Método da Maxima Verossimilhanca

Método de
Estimacdo



Método da Maxima Verossimilhanca

Método de

Estimacdo  E ym método de estimacdo de pardmetros.



Método da Maxima Verossimilhanca

Método de

Estimacdo  E ym método de estimacdo de parametros.

E utilizado como técnica por todas as “tribos” de
estatisticos.



Método de
Estimacdo

A Técnica

Método da Maxima Verossimilhanca

E um método de estimacdo de parametros.
E utilizado como técnica por todas as “tribos” de
estatisticos.



Método da Maxima Verossimilhanca

Método de

Estimacdo  E ym método de estimacdo de pardmetros.

E utilizado como técnica por todas as “tribos” de
estatisticos.

A Técnica
Maximizar a funcdo de verossimilhanca.



Método de
Estimacdo

A Técnica

Método da Maxima Verossimilhanca

E um método de estimacdo de parametros.

E utilizado como técnica por todas as “tribos” de
estatisticos.

Maximizar a funcdo de verossimilhanca.

Minimizar a funcdo de log-verossimilhanca negativa.
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Método da Maxima Verossimilhanca

Solugdo Algébrica: Exemplo Dist. Poisson

Funcdo L{A|X,}=np—In(p)d ;" jz;i+n Y ;- In(x;)

Ponto de
Minimo SL{A|X,}/op=0
Solucdo
n— Zi:l L4 = 0
I
N ?f Ty
2l Zh
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Método da Maxima Verossimilhanca
Estimadores: MLE

Estimadores Estimadores de Maxima Verossimilhanca.

Sigla  MLE = Maximum Likelihood Estimators.

Exemplo
Poisson O estimador i € a média amostral.
A média amostral € o MLE do parametro i da dist.
Poisson.
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Método da Maxima Verossimilhanca
Propriedades dos MLE

Para grandes amostras (n — oo) os MLE tém:

MLE convergem em probabilidade para o valor do
parametro.
Isto &, os MLE s3o ndo-viciados.

Os MLE atingem a menor variancia dentre os
estimadores n3o-viciados.

Os MLE tém distribuicio Gaussiana.
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Método da Maxima Verossimilhanca
Propriedades dos MLE

Independentemente do tamanho da amostra, os MLE
possuem:

Invaridncia
Transformacdes monotdnicas de MLE resultam em MLE.

Exemplos de
TransformAag:.ées Transformac3o linear: a + b Ji.
Hlpmeemices Raiz quadrada: +/Ji.
Logaritmo: log(z).

Exponencial: e*.
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Intervalo pela Raz3o de Verossimilhanca

Intervalo de
Verossimilhanca  Os valores do parametro na vizinhaca da MLE (1)

cuja razdo de verossimilhanca for menor ou igual a 8

terdo igual plausibilidade.

1
L{p[Xn} — L{AIXa} ~ 8
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Intervalo de
Verossimilhanca  os valores do pardmetro na vizinhaca da MLE (11)

cuja razdo de verossimilhanca for menor ou igual a 8

terdo igual plausibilidade.

L4711 Xn} L{pXn} 1
L{pXp} — L{n[Xn} — 8

Verossimilhanca RELATIVA = —— <
L4 Xx}
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Razao

LXK L LX) 1

L{pXn} ~ L{n[ X } 8

Diferenca
o [l Xan 1
-n |z <0 ()
L{plXn} — L{z|Xn} < In(8) = 2,0794

Log-Verossimilhanca Negativa

RELATIVA = L{u/X,} — L{f|X,} > 0
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Exemplo:
Distribuicdo
Gaussiana

Superficie de Verossimilhanca

Regido de Verossimilhanca

Como fazer quando se tém mais de um pardmetro?
A func3o de verossimilhanca formara uma superficie.

Seré definido entdo uma regido de verossimilhanca.

Distr. Gaussiana tém dois pardmetros: u e o.
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Grafico de Superficie da Verossimilhanca Relativa
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Log-Verossimilhanca Negativa

Grafico de Contorno da Log-Verossimilhanca Negativa
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Parametros

Estudo da
Superficie

Solucso:

Modelos com Muitos Parametros

Evitando a Superficie de Verossimilhanca

De interesse.
Sem interesse.

Pardmetros inconvenientes (nuisance parameters).

Impraticavel estudar muitos parametros ao mesmo
tempo.

Estudo direto da superficie &€ impossivel.

Estudar um pardmetro por vez.

Estudar “cortes” da superficie.
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Verossimilhanca Estimada e Perfilhada

Verossimilhanca
Estimada  vayia apenas o pardmetro de interesse.

Os demais sdo mantidos fixos no valor da MLE.

Verossimilhanca
Perfilhada  vayia apenas o parametro de interesse.

Os demais s3o estimados condicionalmente ao valor do
pardmetro de interesse.

Estimacdo por maxima verossimilhanca.
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Verossimilhanca Estimada

Exemplo da Distrbuicdo Gaussiana

Log-
Verossimilhanca .
Negativa  L{y.,0X,} = 5 In(2m) + S In(0?) + 5= > (xi — p)?

2 2 g2 ¢
i=1
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Verossimilhanca Estimada

Exemplo da Distrbuicdo Gaussiana

n

n n 1
L{,01Xn} = 5 In2m) + 5 In(o?) + ;= 3 (@i — )?
=
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Verossimilhanca Estimada

Exemplo da Distrbuicdo Gaussiana

L{j0Xa} = & In(2m) + 5 In(o?) + . > (@i - n)?

MLE do desvio padrdo: .

= n n R 1
LE{:U"O-} = E 11’1(271’) + 5 111(0'2) 2 ﬁ (IL'Z = M)2



Verossimilhanca Estimada

Exemplo da Distrbuicdo Gaussiana

Verossimilhanca Estimada da Média

Log-Ver. Neg. Relativa

B LT T T B =
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Verossimilhanca Estimada

Exemplo da Distrbuicdo Gaussiana

Verossimilhanca
Estimada MLE da média: 7.

do Desvio

Padr3o

~ n n 1
Lp{o|p} = B} In(2m) + 5 ln(aQ) + 752 Z(xl _ M)2



Verossimilhanca Estimada

Exemplo da Distrbuicdo Gaussiana

Verossimilhanca Estimada do Desvio Padrio
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Exemplo da Distrbuicdo Gaussiana
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Verossimilhanca

Perfilhada  MLE do desvio padrdo condicionado & média:
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Verossimilhanca Perfilhada

Exemplo da Distrbuicdo Gaussiana

Verossimilhanca Perfilhada

Log-Ver. Neg. Relativa

B LT T T B =




Verossimilhanca Estimada e Perfilhada

Comparacdo da Verossimilhanca Estimada e Perfilhada

Comparacio para Média

10

—— Estimada
—— Perfilhada

Log-Ver. Neg. Relativa

T =




Muito Obrigado!
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