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Resumo

Além dos dois paradigmas mais populares na Estatistica, o Freqiientista e o Baye-
siano, existe uma terceira abordagem que vem ganhando forca na drea de Ecologia
e de Recursos Naturais. Essa terceira abordagem se fundamenta na interpretacao
da verossimilhanga como evidéncia relativa para se comparar hipdteses e mode-
los. Ao contririo dos dois paradigmas tradicionais, o paradigma da verossimi-
lhan¢a ndo procura usar o conceito de probabilidade como medida de evidéncia,
mas busca na verossimilhanca uma medida relativa de evidéncia para construir a

inferéncia estatistica, acentada apenas nos dados.
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Nessa palestra, a abordagem da verossimilhanga é apresentada, mostrando-se
suas diferencas das abordagens tradicionais, sendo apresentados dois exemplos de
aplicag@o. O primeiro exemplo mostra como a modelagem da estrutura de tama-
nho das drvores de florestas tropicais pode ser modelada de uma maneira quase
que “natural”, sendo simples a comparacdo de vérios modelos alternativos. A
construcdo de modelos empiricos para predi¢do, que € um procedimento comum
em Mensuragdo Florestal é discutida como um segundo exemplo, mostrando que
a abordagem tradicional do “Teste Estatistico de Hipdtese” € pouco informativa
comparada com os métodos de validagdo que a a abordagem de verossimilhanga

permite.

Introdugdo

Dois paradigmas principais dominam o cendrio da Estatistica atualmente. O pa-
radigma Freqiientista se iniciou com o “feste estatistico de hipotese” proposto por
Neyman e Pearson na década de 30, onde a abordagem de tomada de decisdo é
aplicada ao problema de teste de hipoteses. Posteriormente, devido a sugestdes
de Fisher, sugiram os “festes de significincia” com o conceito de valor-p. O ou-
tro paradigma, chamado Bayesiano, difere do paradigma Freqiientista ao assumir
que os parametros dos modelos deve ser considerados como varidveis aleatérias
e uma distribuicdo, a distribuicdo a priori, deve ser assumida para os parametros
independemente dos dados observados. Apesar da grande diferencga entre esses
paradigmas, ambos constroem a inferéncia estatistica tomando o conceito de pro-
babilidade como a medida de evidéncia estatistica para se testar hipdteses.

Existe um terceiro paradigma, bem menos popular, mas que vem gradativa-
mente tomando espaco na drea de Ecologia e Recursos Naturais. No paradigma
da verossimilhanga, como foi chamado por Royall (1997), a inferéncia estatistica
€ construida somente com base no conceito de verossimilhanga. Edwards (1992)

desenvolveu detalhadamente essa abordagem de inferéncia, enquanto que Royal
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(1997) apresenta a abordagem da verossimilhanga e a compara com os outros dois
paradigmas, tecendo sérias criticas a esses.
Nessa apresentacdo, apresentaremos brevemente o paradigma da Verossimi-

lhanca e o aplicaremos a dois exemplos da drea de Ecologia e Recursos Florestais.

O Paradigma da Verossimilhanca

O paradigma da verossimilhanca se acenta em dois conceitos fundamentais. O
primeiro deles é a Lei da Verossimilhanca que € de aceitacdo geral na Estatis-
tica, independenemente do paradigma. Ja o segundo conceito € o Principio da
Verossimilhanca que ndo € aceito pelos outros paradigmas, mas existe forte dis-
cussdo sobre sua validade. Hacking (1965), no entatno, argumenta que tanto a Lei
da Verossimilhanca quanto o Principio sao decorrentes de conceitos fundamentais

em que qualquer inferéncia estatistica deve se basear.

A Lei da Verossimilhanga

Suponha que tenhamos uma varidvel aleatéria X. Estamos interessados em com-
parar duas hip6teses sobre o comportamento de X: hipdteses A e B. Foi realizado
um estudo e foi obtida uma observacdo de X, digamos que esta observagao tem
valor z.

O que as hipdtese dizem a respeito dessa observacao?

e A hipétese A implica que X = x seria observado com probabilidade p4(x),

enquanto
e A hipétese B implica que X = z seria observado com probabilidade pg(z).

A Lei da Verossimilhanca afirma que a observacdo X = x é uma evidéncia

que favorece a hipétese A sobre a hipétese B se e somente se

pa(z) > pp(z).
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Mais ainda, a Lei da Verossimilhanca implica que e a Razao de Verossimilhanca

pa()
pr(z)

mede a forca desta evidéncia em favor da hipétese A sobre a hipétese B.

A Lei de Verossimilhanca também pode ser apresentada em termos de fungdo
de verossimilhanca. Assim, para testar a hipétese A de que § = 6,4 contra a
hipétese B de que # = g, podemos dizer que a observacdo X = x favores a
hip6tese A se e somente se

L(04|x) > L(Op|x),

onde L(f|x) é o valor da func¢do de verossimilhanga para o pardmetro § dada a

observacao .

O Principio da Verossimilhangca

O principio da verossimilhanca ¢ mais diretamente estabelecido em termos da
funcdo de verossimilhanga. Suponha que se deseja testar a hipétese A de que
6 = 04 contra a hipétese B de que § = 6 e de que para isso se dispde de uma
observacdo X = x. Igualmente se deseja testar a hipétese de C' de que 3 = (¢
contra a hipétese D de que 3 = (5p e que para isso se dispde de uma observacao

Y = y. O principio da verossimilhanca estabelece que se

L£(04)  L(5c)

L)  L(Bp)’

entdo a observacdo X = x referente ao confronto da hipétese A vis-a-vis a hipd-

tese B € equivalente a observacdo Y = y referente ao confronto da hipétese C
vis-a-vis a hipétese D.

O principio da verossimilhanga afirma que duas observagdes que geram fun-
¢coes de verossimilhanca idénticas sdo equivalentes em termos de evidéncia. Ou
seja, a evidéncia contida nos dados a respeito de uma hipoétese € rotalmente ca-

racterizada pela funcdo de verossimilhanca.
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Outros Elementos do Paradigma

O principio da verossimilhanga € o ponto central de discussao do paradigma da

verossimilhancga. A aceitacdo desse principio gera as seguintes implicacoes:

e A evidéncia dos dados é sempre relativa, isto €, s6 é possivel comparar uma

hipétese contra outra.

N3ao € possivel fazer inferéncia a respeito de uma tnica hipétese.

e A completa especificagdo do modelo estocdstico € necessdria para se obter

a funcdo de verossimilhanca, sem ela ndo é possivel fazer inferéncia.

e Nada mais é necessdrio além da especificacdo completa do modelo esto-
castico e dos dados observados para se fazer inferéncia, logo nao sao neces-

sarios:

— a definicdo de um espaco amostral dos dados (fundamento freqiien-
tista), pois € estatisticamente irrelevante a forma como os dados foram

coletados ou quais dados emphpoderiam ter sido observados;

— adefini¢do de uma distribuicdo a priori para os parametros do modelo
(fundamento bayesiano), pois € estatisticamente irrelevante o que o

pesquisador pensa ou acredita sobre os dados.

Nessa breve apresentacdo do paradigma muitos outros elementos estdo ausen-
tes, mas para um aprofundamento no assunto acreditamos ser mais pertinente a

consulta a literatura.

Literatura sobre o Paradigma da Verossimilhanga

As referéncias mais recentes sdao os livros de Edwardas e Royall. O livro de
Edwards (1992), cuja primeira edi¢do data de 1972, desenvolve uma teoria da
inferéncia baseada na verossimilhanca de modo detalhado e completo. J4 Royall

(1997), apresenta o paradigma nos seus elementos principais € o contrasta com
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os outros dois paradigmas, tecendo duras criticas a abordagem freqiientista. Hac-
king (1965) discute a fundamentagio 16gica da Estatistica mostrando como a lei
e o principio da verossimilhanca sdo a base para uma boa inferéncia estatistica,
justificando assim a abordagem da verossimilhanga. Ja Berger e Wolpert (1988)
apresentam em profundidade o principio da verossimilhanca, discutindo suas di-
ferencas da abordagem freqiientista, novamente com vantagens para o principio
da verossimilhanca.

Exemplos da abordagem da verossimilhanga na drea de Ecologia e Recursos
Naturais podem ser encontradas em Hilborn e Mangel (1997) e em Burnham e
Anderson (2002).

Exemplo 1: Estrutura de Tamanho de Florestas

A estrutura de tamanho das drvores numa florestal, ou simplesmente a estrutura
da floresta, é representada pela distribuicdo das medidas dos DAP (diametros a al-
tura do peito) dos troncos das arvores. A distribuicao de DAP releva importantes
aspectos de uma florestas e de seu funcionamento. Por exemplo, florestas planta-
das tendem a ter sempre uma distribui¢cao unimodal, as vézes bimodal, enquanto
que as florestas nativas tendem sempre a uma distribuicdo amodal semelhante a

distribuicdo exponencial.

O problema

Nesse exemplo, a questdo central € como modelar a estrutura de florestas nativas,

0 que envolve dois aspectos principais:

Qual a distribuicao mas apropriada? Qual distribuicdo probabilistica é apre-

sentada como melhor modelo dos dados.

Um mesmo modelo é o melhor em qualquer grau de agregacio? O modelo me-

lhor modelo da estrutura da floresta € o melhor para todas as dreas, ou a
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variagdo da estrutura da floresta implica em modelos distintos para locais

distintos.

Os Dados

Os dados se referem a 87 parcelas de floresta ombroéfila do Maranhao, totalizando
11992 arvores, sendo que o nimero de arvores por parcela foi sempre superior a
47.

Os Modelos

O modelo mais tradicional para florestas nativas € a distribuicdo exponencial que
estabelece que a razdo das freqii€éncias de classes diamétricas adjacentes € cons-

tante:
fE(a:):)\e’”, 0<zxr<oo, A>0

Um modelo mais flexivel para a estrtura da floresta € a distribuicio Weibull

que implica em uma estrutura mais varidvel na freqii€ncia das drvores por classes

de tamanho:
o Y v—1 ("L‘—O[)’Y
fw(x)—ﬁ(x—a) exp 5 ) 0<z<o0, a>0,0>0v>0

onde:

a — é o parametro de localiza¢do. Nesse caso € conhecido: o = 15¢m, pois

€ o de DAP minimo para medi¢do das arvores.
[ — & o parametro de escala.

v — € o parametro de forma. A distribuicao exponencial pode ser considerada

um caso particular da Weibull, onde v = 1.
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Comparagdo de Modelos

O critério de comparacdo de modelos é o Critério de Informacao de Akaike,

que penaliza na log-verosimilhanca negativa do modelo o niimero de parametros.
AIC = —2 In [£(modelo)] + 2 p

onde L£(modelo) é a fun¢do de verossimilhanca do modelo e p é o nimero de
parametros do modelo.

Resultados

Quando os modelos s@o ajsutados a todas as arvores, ignorando-se a informacgao
de parcela, a comparacao mostra um comportamento bastante distinto dos mode-
los, com vantagem da distribuicio Weibull (menor AIC).
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Quando os modelos sdo ajsutados para cada parcela, constata-se que de fato

a distribuicdo Weibull € superior a distribuicdo exponencial. Somente em trés
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parcelas a distribuicdo exponencial teve um desempenho préximo a distribui¢do
Weibull.

Parcelas

P RS

I I | I | I |
3 10 13 20 23 a0 a9

AIC_{Exponencial} - AIC_{\Weibull}

Verifica-se que quanto maior o nimero de arvores na parcela, maior a supe-
rioridade da distribui¢io Weibull, o que € uma forte evidéncia de que ela é um

modelo superior para esse tipo de dado.
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Exemplo 1: Conclusao

Ao utilizar a abordagem da verossimilhanca a comparacao de modelos pode ser
facilmente utilizada pelo critério de Akaice, e essa comparagdo pode ser realizada
em diferentes niveis dos dados ou com diferentes graus de agregacdo. A compara-
cdo global é sempre possivel, seja diretamente, seja pela agregacdo dos resultados

parciais a cada nivel de agregacao.
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Exemplo 2: Modelos Empiricos em Mensuracdo Flores-
tal

Tipo de Modelo: Equagao de Volume

Equacgdo de volume ¢ um modelo empirico utilizado para a predicdo do volume
de madeira de drvores em pé. O modelo € desenvolvido com base em drvores
abatidas onde o volume pode ser medido e relacionado a medidas que podem ser
obtidas da arvore em pé, geralmente o didmetro a altura do peito (DAP) e a altura
total da arvore.

O ajuste de equagdes de volume, como os modelos empiricos em geral, segue

tradicionalmente a abordagem de regressao linear ou nao-linear.

Conjunto de Dados

Nesse exemplo utiliziaremos dados de 1514 arvores de florestas plantadas de Eu-

calyptus grandis da regido central do Estado de Sao Paulo.

Estatisticas descritivas das 1514 arvores.

VARIAVEL MINIMO MEDIANA MEDIA MAXIMO

Idade (anos) 1.90 3.30 4.20 14.40

DAP (cm) 3.82 10.82 11.43 38.20

Altura (m) 5.40 16.72 17.31 4491

Volume (dm?) 4.59 69.95 115.87 2012.11
Modelo Spurr

Um dos modelos trandicionais de equacao de volume tem o nome de modelo Spurr
em homenagem ao florestal norte-americano Stephen H. Spurr, sendo um modelo

linear simples:
v = o+ B (df hi) +é&i

onde:
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v; — volume das arvores,

d; — DAP das arvores,

h; — altura total das arvores,

0o, (51 — coeficientes de regressao,
g; ~ N(0,0?%) — erro aleatdrio.

Nessa forma de apresentacao de modelo, a maior énfase € colocada na relacdo
funcional entre varidvel resposta e varidvel ou varidveis preditoras. Nesse caso, a
relagcdo € uma relacdo linear simples.

Na Biometria Florestal, muito esfor¢o de pesquisa foi colocado na busca de
relagdes funcionais apropriadas, mas, ainda hoje, o procedimento padrao € essen-
cialmente empirico: ajusta-se uma série de modelos diferentes e seleciona-se “o
melhor”.

As estatisticas tradicionais de ajuste revelam um bom ajuste do modelo aos
dados:

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

(Intercept) 3.7107 0.4445 8.35 0.0000

I(dap~2 *ht)  0.0342 0.0001 491.89  0.0000
Erro Padrdo da Estimativa 14.84
R?*  0.9938
R? ajustado  0.9938

Vejamos os graficos dos residuos:
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Residuals vs Fitted
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Scale-Location
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Nota-se que em termos de relac@o linear e normalidade o modelo estd bem,
mas a pressuposi¢do de homoscedasticidade é claramente inapropriada. Quais
sdo as conseqii€éncias negativas da heteroscedasticidade?

A solucdo tradicional, em Biometria Florestal, ¢ a emphregressdo ponderada

ou a transformagcdo da varidvel resposta.

Modelo Spurr Ponderado

A ponderagdo geralmente € realizada com a poténcia do inverso da varidvel pedi-

tora. Nesse caso, a ponderagdo que tornou a variancia homogénena foi

1
& h;

resultando nos seguintes graficos de residuo:
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Residuals vs Fitted
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Scale-Location
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A ponderacido manteve a relacdo linear e a normalidade, solucionando o pro-
blema de heteroscedasticidade. Mas o que acontece com as estimativas dos para-

metros e com a utilizacdo do modelo para predi¢do?

Estimate Std. Error tvalue Pr(>|t|)

(Intercept) 1.2779 0.0543  23.53  0.0000

I(dap~2 * ht) 0.0353 0.0001 468.58  0.0000
Erro Padrdo da Estimativa 0.002294
R? 0.9932
R? ajustado  0.9932

Modelo Spurr Transformado

As varidveis de produgdo florestal, como volume ou biomassa de madeira, sdo he-
terosceddsticas “por natureza”. Ha muito que florestais utilizam a escala logarit-
mica para tratar essas varidveis, assim o modelo Spurr € freqiientemente utilizado

na nessa escala:
In(v;) = By + By In (d? hi) + &
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onde os termos sdo os mesmos da apresentacdo do modelo acima.

Qual é o desempenho do modelo transformado?

Residuals vs Fitted
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Scale-Location
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A heteroscedasticidade € corrigida mas ao custo de uma incémoda tendéncia
que surge no grafico de dispersao dos residuos. Mas qual a influéncia da transfor-

macao nas estimativas dos parametros e nas predi¢cdes do modelo?

Estimate Std. Error  tvalue Pr(>|t|)

(Intercept) —3.0637 0.0127 —241.22  0.0000

log(dap”2 * ht) 0.9665 0.0017 579.38  0.0000
Erro Padrdo da Estimativa  0.06444
R*  0.9955
R? ajustado  0.9955

Como se Comparam os modelos?

Os modelos sdo bastane distintos para drvores muito grandes ou muito peque-
nas, mas quase ndo diferem para as drvores de tamanho intermedidrio que sdo a

maioria.
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A Abordagem da Verossimilhang¢a no Exemplo 2

Ao invés de se colocar o modelo de Spurr como um modelo linear, podemos co-
localo como um modelo Gaussiano, onde o volume das arvores (v) € uma variavel
aleatdria Gaussiana com densidade:
2
1 1|v— (ﬁi)‘+'[31(12 h)

v) = exp | —=
f()02ﬂp2 -
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Esse modelo € equivalente ao modelo linear simples apresentado acima, mas
pode ser tratado como um modelo com trés parametros que sido estimados por
maxima verossimilhanca, através de um processo de maximizagdo da funcio de
verossimilhanga. Nesse, caso o processo de maximizacdo é o mesmo que o mé-
todo de quadrados minimos dos modelos lineares, pois existe solucdo analitica
para o problema de maximizacdo. Entretanto, foi utilizando um algoritmo de op-

timizagdo que gerou as seguintes estimativas:

Estimate Std. Error
b0 3.71074252  4.441572e-01
bl 0.03423787  6.955812e-05
s 14.83449093 2.695844e-01

Como no modelo linear, os residuos desse modelo deveria ser analisado para
verificar se as pressuposi¢des sao razodveis. O comportamento das estimativas é
investigado analisando-se diretamente a curva de log-verossimilhanca negativa
perfilhada:

8
1

6
1

Log—-VerossimiihanAga Negativa
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Log—VerossimiinanAga Negativa
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Novo Modelo

O problema de heteroscedasticidade, entretanto, persiste e deve ser abordado. Os
dados sugerem que tanto a média como a variancia do volume variam linearmente
com a varidvel preditora, logo o modelo potencial seria:

o) = —exp H = “H

oV 2T o
= [o+ (d2 h)
= exp(ay) (d2 h)®

Os parametros desse modelo também podem ser estimados por mdxima ve-
rossimilhanca, mas o processo de estima¢do ndo é mais equivalente ao método
de quadrados minimos oridindrios, uma vez que nao ha solucdo analitica para o
problema de maximizag¢do. Sendo um problema maximiza¢ao nao linear, o ajuste
desse modelo é bem mais complexo.

Mas as estimativas geradas sao:

Estimate Std. Error
b0 1.33936070 6.504917e-02
bl 0.03519417 7.398218e-05
al -5.28485330 1.271703e-01
w  0.89314122 1.667432e-02

Todo o trabalho de ajuste € justificado? O que se ganha a se definir o modelo

nessa outra forma?

Modelo Log-Normal

No modelo log-Spurr, o ajuste da relacdo linear € realizada na escala logaritmica.
Nesse caso, para ndo haver transformacgdo da varidvel resposta (volume de ma-

deira) é necessdrio trabalhar com outro modelo estatistico: a distribuicao Log-

fil) = ——exp [—; [“1”‘“] ]

Voy, ar,

pr = Po+ 01 In(d®h)

Normal.

Jodo Luis F. Batista 22



Inferéncia em Recursos Florestais e Ecologia: A Abordagem da Verossimilhanga

Nesse caso, as predicao serdo realizadas ndo através da média, mas da mediana:
0 = exp [ + f1 In(d® h)| = expl] = [mediana|(d? h)] .
A predi¢do sem viés requer a correcio do viés logaritmico, que também € neces-

saria no modelo log-Spurr:

3k =~ [1 2
vV =V exp §O'L

Mas as estimativas de maxima verossimilhanga sdo:

Estimate Std. Error
b0 -3.0637043 0.012694618
bl 0.9665144 0.001667397
Is 0.0644044 0.001169456

Note que as estimativas sdo equivalentes aos modelos log-Spurr ajustado por qua-

drados minimos.

Comparacio dos Modelos

A comparacdo dos modelos na abordagem da verossimilhanca se baseia na razao
da verossimilhanca, mas o nimero de parametros deve ser considerado. Assim, o

Critério de Informagao de Akaike (AIC) é a medida mais utilizada para confrontar

os modelos.
MODELO AIC
Linear 12468.93¢
Linear Ponderado 8754.13
Logaritmico -4002.51*
Gaussiano: média como funcdo linear 12468.93¢
Gaussiano: média e desvio como funcdo linear 8716.24
Log-Normal 8811.89

a — modelos equivalentes
* — transformacdo da escala da varidvel resposta, ndo compardvel.

Todo o trabalho complexo de ajuste € justificado? O que se ganha ao se definir

os modelos dessa outra forma?
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