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1 Introdugdo

Tradicionalmente a inferéncia estatistica sobre a média de uma populagdo se apoia
no Teorema Central do Limite para construir Intervalos de Confianca ou testar hi-
poteses sobre o valor do pardmetro. Esta abordagem da estatistica tradicional pode
ser extendida para inferéncias a respeito de qualquer parametro, ndo s6 a média.
Da mesma forma que no caso da média populacional se usa a distribui¢ao ¢ de
Student ou a distribuicio Normal Padronizada, no caso de outros parametros se
utiliza outras distribuicoes amostrais. Essas distribui¢des sdo chamadas amos-
trais porque representam o comportamento das estimativas baseado na repeti¢ao
incontdvel do processo de amostragem.

Na pritica cientifica, no entanto, sempre se realiza uma tinica amostragem, o
que resulta em uma Unica amostra. Assim, o conceito de distribuicdo amostral
¢ até certo ponto artificial, pois em pesquisa cientifica nao raciocinamos em ter-
mos de repeticdes incontdveis de experimentos ou processos de observagdo. O
resultado disto € que o conceito de teste estatistico de hipdtese e de intervalo de
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confianca sdo frequentemente mal compreendidos.

O desenvolvimento da inferéncia estatistica a partir do conceito de verossimi-
lhanga tem sido utilizado como uma alternativa a abordagem estatistica frequen-
tista e, segundo alguns autores (como por exemplo Royall, 1997), € mais coerente
com a prética cientifica.

2 Lei da Verossimilhanca

Considere uma varidvel aleatoria X, cujo comportamento pode ser explicado por
duas hipéteses (hipdteses A e B) que se deseja comparar. Foi realizado um estudo
e se obteve uma observacdo de X, cujo valor foi x.

O que as hipdtese dizem a respeito dessa observacao?

e A hipétese A implica que X = x seria observado com probabilidade p4(z),
enquanto

e A hipétese B implica que X = z seria observado com probabilidade pg(z).

No processo de investigagdo cientifica, no entanto, o que interessa € a per-
gunta: “O que a observagdo de X = x diz a respeito das hipéteses A e B?” A
Lei da Verossimilhanca afirma que a observacdo X = x ¢ uma evidéncia que
favorece a hipotese A sobre a hipotese B se e somente se

pa(x) > pp(x).
Mais ainda, a Lei da Verossimilhanc¢a implica que a Razao de Verossimilhanca

pa(z)
pa()

mede a forca de evidéncia em favor da hipdtese A sobre a hipdtese B.

2.1 Exemplo de Regeneragdo Natural

Deseja-se saber o nimero médio de plantulas numa parcela de regeneragdo em
floresta nativa. Para isso se utilizou uma parcela circular de 3 m de raio (28.3 m?).
Ha duas hipéteses competindo:

e Hipdtese A: o nimero médio de plantulas na parcela é 16 (5700 ind/ha);
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e Hipdtese B: o nimero médio de plantulas na parcela é 35 (12500 ind/ha);

Foi medida uma parcela de regeneracio e observou-se 24 plantulas (8470 ind/ha).

Neste exemplo, a varidvel aleatéria X € o nimero de plantulas por parcela e
a observacao tomada foi de X = 24. Faz-se necessdrio um modelo (distribui¢io
estatistica) para se calcular as probabilidades de se observar X = 24 sob as duas
hipéteses. Como se trata de dados de contagem, a distribuicdo Poisson é uma can-
didata “natural”. Se a variavel aleatéria X tem distribuicdo Poisson, sua fungdo
de densidade é

s
P(X=z)="F

|
x!
onde u (o parametro) € o nimero médio de plantulas.
Portanto as probabilidades de acordo com as hipéteses sado:

e Hipdtese A: = 16

67161624
24) = — =0.01437018
Pa24) ==
e Hipdtese B: i1 = 35
e—353 24
pp(24) = — = 0.01160434

Logo, a observagdo X = 24 favorece a hipétese A (i = 16) sobre a hipdtese B
(u = 35). A forca de evidéncia em favor de A sobre B é:

pa(24)  0.01437018

= = 1.238345.
pp(24)  0.01160434

Ou seja, pode se dizer que a observacdo X = 24 é evidéncia que a hipdtese A é
aproximadamente 1.3 vézes mais verossimil que a hipotese B.

2.2 Fungao de Verossimilhanga

Existe uma diferenga sutil entre probabilidade e verossimilhanca. Note que para
se comparar as hipéteses no exemplo acima utilizou-se a funcdo de densidade da
distribui¢ao Poisson:
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onde z € o valor de uma observacdo da varidvel aleatdria Poisson X e p € o seu
parametro. Ao se utilizar essa funcao a observacdo X = x (X = 24) foi dada e,
portanto, o valor de = é conhecido e fixo. A funcio portanto ficaria:

ef,uu24

Note que essa expressdao nao ¢ mais uma funcao do valor da observagdo x, mas
uma funcio do valor do parametro x, que varia da hipotese A para hipdtese B.

Quando numa fun¢ao de densidade, a observacao € fixa e o parametro varidvel
ndo se tem mais uma fun¢do de densidade e sim uma func¢io de verossimilhanca.
A funcdo de verossimilhanga indica a verossimilhan¢a de uma dada hipétese, por
exemplo hipétese A (u = 16), dado que se obteve uma observagdo X = z (X =
24). Para tornar mais claro este conceito se utiliza uma notacdo diferente para a
fun¢do de verossimilhanga:

L{ hipétese | dados } ou L{A|X ==z} ou (ainda mais curto) L{pu|X}

No exemplo acima, a expressao matematica estd condicionada a observacao
X = 24 sendo, portanto, a prépria fun¢do de verossimilhancga:

e—,u,lu24
24!

L{p|X =24} =

A figura 1 apresenta o grafico dessa funcdo para valores de ;. entre 10 e 50.

E importante notar que o valor da observacdo obtida influencia fortemente
o comportamento da funcdo de verossimilhanga, o que pode ser observado na
figura 2.

2.3 Multiplas Observacgoes

Nos exemplos apresentados até agora, tinha-se uma tnica observagdo (X = x),
0 que € uma situagdo bastante peculiar pois quando fazemos um estudo tomamos
uma série de observacdes para compor uma amostra.

Em geral, a amostra é composta de observagdes independentes. Assumindo-se
como verdadeira uma certa hipdtese A, a probabilidade de se opter uma amostra
X, X, = {x1,22,...,2,}), composta de n observagdes independentes de X
(x1,29,...,2,), €

P(X,|A) = P(X = 21]A) - P(X = 25|A) - ... - P(X = z,|A)
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Figura 1: Funcao de verossimilhanca da distribuicdo Poisson, quando se obtem
uma observagdo X = 24.
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Figura 2: Fungdes de verossimilhanga da distribui¢do Poisson para diferentes va-
lores observados de X.
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Ou seja, a probabilidade de se obter a amostra, dado a hipdtese A, € igual ao
produto das probabilidades das observagdes individuais, dado a hipdtese A.

Este mesmo principio se aplica a verossimilhanga. A fungdo de verossimi-
lhanca de uma amostra composta de observagdes independentes serd o produto
das funcdes de verossimilhanga das observacdes individuais:

L{AIX,} = L{AIX =21} LLAIX = 20} .- L{AIX = 2}
L{AIX,} = J[L{AIX =z}

i=1
2.3.1 Exemplo da Regeneragdo Natural Revisitado

Considere um exemplo mais realista de um levantamento de regeneracdo natural
onde a amostrada foi composta de 10 parcelas, onde se realizou a contagem do
numero de plantulas. Os resultados sdo apresentados na tabela 1.

Note que a amostra com 10 parcelas continua a indicar a hipétese A (i = 16)
como mais verossimil, mas com uma margem bem menor. Outro fato que chama
atencdo € que a verossimilhanga da amostra é um nimero muito pequeno da ordem

Tabela 1: Numeros de plantulas observados em 10 parcelas de regeneracdo natu-
ral, seguidos dos valores de verossimilhanga calculados segundo a distribuicao de
Poisson.

PARCELA NO. DE PLANTULAS VEROSSIMILHANCA
(i) (X =) (u = 16) (u = 35)
1 24 0.0144 0.0116
2 27 0.0034 0.0283
3 23 0.0216 0.0080
4 28 0.0019 0.0354
5 26 0.0057 0.0219
6 24 0.0144 0.0116
7 17 0.0934 0.0003
8 23 0.0216 0.0080
9 24 0.0144 0.0116
10 27 0.0034 0.0283
12, 2.2574 x 10722 2.2500 x 1022
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de 10722, Como a verossimilhanca da amostra é o produto da verossimilhancga das
observacoes, ela rapidamente se aproxima do zero quando o tamanho da amostra
cresce.

2.4 Log-Verossimilhanca Negativa

Para tornar mais facil a manipulagdo matematica da verossimilhanga se utiliza
a funcdo de log-verossimilhanga negativa, que consistem aplicar a funcio loga-
ritmo, geralmente logaritmo natural ou neperiano, e transformar o sinal:

L{p|X} = —log [ L{u[X}].

Como o valor numérico da verossimilhanca € geralmente (mas nio necessaria-
mente) menor que um, o logaritmo desse valor € negativo. Assim a transformacao
do sinal é realizada para que a log-verossimilhanca negativa seja um valor posi-
tivo, o que geralmente (mas ndo necessariamente) ocorre. Assim, se o valor da
verossimilhanca de uma amostra com muitas observagdes € um niimero positivo
muito pequeno, o valor da log-verossimilhancga negativa serd um niimero positivo
numa escala mais ficil de trabalhar.

Por outro lado, o fato da transformagdo incluir uma mudanga de sinal im-
plica que o comportamento da funcio de log-verossimilhanga negativa é oposto
ao comportamento da funcio de verossimilhanca. Isso significa que a hipétese
com maior verossimilhanca terd menor log-verossimilhanca negativa.

A transformacdo logaritmica também auxilia muito a tratabilidade matemd-
tica da fun¢do de verossimilhancga, pois ela faz com que a log-verossimilhanga
negativa de uma amostra seja o somatorio das log-verossimilhancas negativas das
observacdes independentes individuais:

L{u[X,} = —log[L{u|X,} ]
= —log[HE{ulexi}l

=1
n

= Y —log[ L{u|X = z;}]

i=1

L{jX,} = ilL{mxi}
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2.4.1 Exemplo da Regeneracdo Natural Revisitado Novamente

A aplicacdo da log-verossimilhanca negativa no exemplo regeneracdo natural é
apresentada na tabela 2. Os valores de log-verossimilhanca negativa para amostra
estdo agora numa escala bem mais fécil de trabalhar. Por outro lado, a hipétese
mais provavel (; = 16) apresenta agora a menor log-verossimilhancga negativa.

Para célculo da verossimilhanga de uma amostra ndo € necessdario calcular
a verossimilhanga para cada observacdo para depois obter o valor para amostra.
Com um pouco de tratamento algébrico pode se obter a expressao da funcao de ve-
rossimilhanca para a amostra, mas a expressao da fun¢do de log-verossimilhanca
negativa é sempre mais conveniente.

No caso da distribui¢do Poisson, a expressdo da verossimilhanca da amostra
de tamanho n é:

e M i B /,l/ml
i=1 ? =1 "
Nessa expressado, o cdlculo da verossimilhanga para cada valor do parametro ()
envolverd necessariamente calculos com cada observacgao individual (x;).

Tabela 2: Numeros de plantulas observados em 10 parcelas de regeneracdo natu-
ral, seguidos dos valores de log-verossimilhanca negativa calculados segundo a
distribui¢do de Poisson.

PARCELA NO. DE PLANTULAS LOG-VEROSSIMILHANCA NEG.

(4) (X =) (p = 16) (1 = 35)
1 24 4.2426 4.4564
2 27 5.6976 3.5631
3 23 3.8371 4.8337
4 28 6.2573 3.3400
5 26 5.1744 3.8227
6 24 4.2426 4.4564
7 17 2.3711 8.0642
8 23 3.8371 4.8337
9 24 4.2426 4.4564
10 27 5.6976 3.5631
S 49.8427 49.8459
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A transformacdo gera a seguinte funcdo log-verossimilhanca negativa para dis-
tribuicdo Poisson:

L{ulXn} = np—log(u) ) =i+ log(x!)
=1 =1

Nessa expressdo os dois somatorios envolvem exclusivamente os valores das ob-
servagoes, sendo, portanto, constantes para uma determinada amostra. Assim, o
célculo da log-verossimilhanga se torna bem mais simples na seguinte forma:

L{plXn} = np—log(u) ki + ko
onde ky = >0z e ko = X0 log(z;!).

A figura 3 ilustra o comportamento da funcdo de verossimilhanca e da fungao
de log-verossimilhanca negativa do modelo Poisson com os dados de regeneracdo
natural.

3  Método da Mdxima Verossimilhanca

O método da Maxima Verossimilhanca consiste em estimar os pardmetros de
um modelo utilizando as estimativas que tornam mdximo o valor da funcdo de
verossimilhancga. Isso € equivalente a encontrar o valor para o parametro que torna
minima a funcdo de log-verossimilhanga negativa. Olhando o grafico da fun¢do
da verossimilhanca ou da log-verossimilhanca negativa (figura 4) fica claro onde
esse ponto se encontra.

Utilizando o cdlculo diferencial, podemos encontrar o ponto de minimo de
uma fungio igualando a zero a primeira derivada da fun¢do e solucionando a ex-
pressdo. No caso da distribuicao Poisson, a fun¢do log-verossimilhancga negativa
é:

L{ulXn} = np—log(p)d xi+ Y log(z!).
=1 =1

Encontrando a primeira derivada de L{|X,,} e igualando a zero temos:

WlX,} _ S
du 1 n

n
i=1Ti
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Figura 3: Funcdo de verossimilhangca e de log-verossimilhanca nega-
tiva da distribuicio Poisson para uma amostra de tamanho 10: X =
{24,27,23,28,26,24,17,23,24,27}.
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Figura 4: Funcdo de verossimilhanca e log-verossimilhanca negativa
da distribuicio Poisson para uma amostra de tamanho 10: X =
{24,27,23,28,26,24,17,23,24,27}. A linha vertical indica a possi¢do da es-
timativa de mdxima verossimilhanca.
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Portanto, a estimativa de maxima verossimilhanga do pardmetro ;. da distri-
bui¢do de Poisson nada mais é que a média amostral. Assim no exemplo de rege-
neracdo de plantulas temos como estimativa de maxima verossimilhancga:

24+ 27+ 23 +28+26+24 + 17+ 23 +24 + 27

0= — 243
H 10

3.1 Propriedades das Estimativas de Maxima Verossimilhanga

O método da maxima verossimilhanca é um método estabelecido de estimagao
de parametros de modelos estatistico, sendo utilizado por estatisticos tedricos e
praticos de todas as tribos. O uso generalizado do método se deve as propriedades
probabilisticas das estimativas produzidas por ele.

As estimativas de médxima verossimilhanca sdo chamadas em inglés de maxi-
mum likelihood estimates, sendo portanto designadas pela sigla MLE. Assumindo-
se que a fun¢do de verossimilhanga satisfaz algumas propriedades matemaéticas
basicas, que sdo frequentemente alcancadas pelos modelos utilizados em Ecolo-
gia, as MLE tem as seguintes propriedades:

Consisténcia: as MLE sao consistentes, i.e., elas convergem em probabilidade
para o valor do parametro. Ou seja, para grandes amostras (n — oQ) as
MLE, para efeitos praticos, sdo ndo-viciadas (ndo enviesadas).

Eficiéncia Assintdtica: O Teorema do Limite Inferior de Cramer-Rao afirma que,
para um dado parametro qualquer, existe um limite inferior para a varian-
cia das estimativas ndo-viciadas. Para grandes amostras, as MLE atingem
esse limite e, portanto, ttm a menor variancia possivel dentre as estimativas
nao-viciadas.

Normalidade Assimptdtica: As MLE convergem em distribui¢do para distribui-
cdo Gaussiana. Para grandes amostras, os MLE tem distribui¢cda aproxima-
damente gaussiana.

Invariancia: as MLE sdo invariantes sob transformac¢des monotonicas. Por exem-
plo, seja ;1 uma MLE que pode ser transformada para:

o 0 = log(n),
o 0, = Viie
® 9\3 = eﬁ,

entdo as estimativas 51, 52 e 0A3 também sdo MLE.
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Uma aspecto muito importante que deve ser frisado é que as trés primeiras
propriedades sdo validas para grandes amostras.

4 Intervalo de Verossimilhanga

O intervalo de verossimilhanca corresponde a um intervalo ao redor da MLE,
onde a razdo das verossimilhancas dos valores dentro do intervalo para a verossi-
milhanca da MLE ndo ultrapassa um certo limite. A figura 5 mostra um intervalo
de verossimilhanca para o exemplo da regeneragcdo natural onde o limite € 8. Ou
seja, dentro deste intervalo, a razdo de verossimilhanca € definida como:

L{n[X10} L{n[X10}
8

<8 = L{p|Xio} >
£{4l %) = o} =

onde
Xjo se refe a amostra com 10 parcelas (unidades amostrais),
i é aMLE, e
i € o parametro variando dentro do intervalo.

Como na prética trabalhamos com a funcio de log-verossimilhanca negativa,
o intervalo de verossimilhanca também pode ser construido na forma de um in-
tervalo de log-verossimilhanca negativa, com interpretacdo andloga. Para isso é
necessdrio aplicar a transformacdo a razdo de verossimilhancga:

e {m} > —log(8) = L{n[Xio} — L{u[X10} = —1log(8)
= L{u|X10} <L{fI| X1} + log(8)

Em termos de log-verossimilhanga negativa a razdo de 8, se torna uma diferenca
de log(8).

Analisando a curva de verossimilhanga ou log-verossimilhanga negativa verifica-
se que ela é ligeiramente assimétrica em relagdo a MLE, por isso, o intervalo de
verossimilhanga também € ligeiramente assimétrico. Portanto, o intervalo de ve-
rossimilhanca € determinado pela forma da curva de verossimilhanca, ao contrario
do intervalo de confianca na estatistica frequentista que € simétrico por defini¢ao.
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Figura 5: Func¢do de verossimilhanca e log-verossimilhanca negativa
da distribuicio Poisson para uma amostra de tamanho 10: X =
{24,27,23,28,26,24,17,23,24,27}. A linha vertical indica a possi¢do da MLE.
A linha horizontal indica um intervalo de verossimilhang¢a para uma razao de 8.
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O intervalo de verossimilhanca também redefine a forma de apressentacio da
curva de verossimilhanga. Como o valor da verossimilhanca, ou da log-verossimi-
lhanca negativa, ndo pode ser interpretado de forma direta e absoluta, faz sentido
apresentar as curvas sempre em termos relativos a mdxima verossimilhanga.

A figura 6 apresenta os mesmos gréficos da figura 5, mas com a escala relativa.
Na escala relativa, a forma da curva ndo se altera, mas a visualizacdo do intervalo
fica mais facil. No gréfico da razdo de verossimilhanca, o intervalo de verossi-
milhancga para a razdo R = 8§, serd sempre definido por uma linha horizontal na
altura 1/R = 1/8. No gréfico da diferenca de log-verossimilhancga negativa, o
intervalo de verossimilhanga para a razdo R = 8, serd sempre definido por uma
linha horizontal na altura log(R) = log(8) = 2,0794.

4.1 Exemplo da Distribuicdo Binomial em Eventos Raros

Num levantamento florestal foram selecionadas aleatoriamente 100 arvores para
verificar a propor¢ao de arvores doentes. Entretanto, nenhuma delas apresentou a
doenca em questao.

Utilizando-se a abordagem tradicional a estimativa da probabilidade de ocor-
réncia e sua variancia sao:

000 ST T 10 VY

D=

Logo ndo € possivel acessar a qualidade da estimativa p = 0.
Utilizando a curva de verossimilhanca nao ha problema, pois esta curva € dada
por
n

L{p} = ( 0 )po(l —p)t=(1-p)"

A figura 7 apresenta esta curva para diferentes tamanhos de amostra. Nota-se que,
independentemente do valor estimado (p = 0), o intervalo de verossimilhanca
pode ser facilmente definido. A figura também deixa claro o forte efeito do tama-
nho da amostra sobre a amplitude do intervalo.

Como o tamanho da amostra efetivamente tomada em campo foi n = 100,
verificamos na figura 7 que o intervalo de verossimilhanca para a razdo de 8 é
[0.00,0.02]. Os dados indicam que, se a doenga procurada ocorre de fato na flo-
resta, a propor¢ao de arvores doentes € no maximo 2%.
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Figura 6: Curva relativa da verossimilhanca e da log-verossimilhanga negativa da
distribui¢do Poisson para uma amostra de tamanho 10.
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Figura 7: Curva de verossimilhanga para o modelo binomial, tomando 0 sucessos
observados numa amostra de tamanho n. A linha horizontal representa a fracao
1/8.

5 Superficies e Curvas de Verossimilhanga

O exemplo que vem sendo apresentado utiliza a distribuicdo de Poisson, que pos-
sui apenas um parametro (1). No caso das distribuicdes estatisticas com dois ou
mais parametros, a curva de verossimilhanca se transforma numa superficie de
verossimilhanga.

A figura 8 ilustra como a superficie de log-verosimilhanca negativa relativa
para diversas amostras de uma distribuicdo Gaussiana (Normal). A distribuicao
Gaussiana possui dois parametros: média (i) e desvio padrdo (o), de forma que
apresentacdo foi feita na forma de um gréifico de contorno, onde as linhas repre-
sentam isolinhas de log-verossimilhanc¢a negativa.

Tratando-se de dois parametros, ndo se tem mais um intervalo de verossimi-
lhanga, mas uma regido de verossimilhanga. Na figura 8, esta regido € delimitada
por uma linha mais espessa correspondente a isolinha para log-verorssimilhanca
negativa relativa igual a log(8). A figura também mostra o efeito do tamanho da
amostra sobre o tamanho da regido de verossimilhanga: a medida que o tama-
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nho da amostra aumenta o tamanho da regido diminui, indicando o aumento da
precisao das MLE.

n=>50 n =100

n =500 n =1000

12 4

11 4

o 104

Figura 8: Grafico de contorno com isolinhas da log-verossimilhanga negativa rela-
tiva para amostras de diferentes tamanhos (n) da distribuicdo Gaussiana (Normal)
com p = 25 e o0 = 10. As linhas pontilhadas indicam os valores das MLE: [
e 0. A isolinha mais espessa indica log-verossimilhanca negativa relativa igual a

log(8).
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5.1 De Superficie para Curvas

Frequentemente quando se trabalha com modelos de varidveis aleatdrias que pos-
suem varios parametros, apenas um ou alguns deles sdo de interesse, sendo que
os demais ndo sdo considerados na andlise, mas fazem parte do modelo. Por
exemplo, a distribuicdo Gaussiana é frequentemente utilizada para se interpretar
o comportamento da média (i), independentemente do comportamento do des-
vio padrdo (o). Os parametros necessarios ao modelo, mas sem interesse para
interpretacdo, sdo parametros inconvenientes (nuisance parameters). Na sua pre-
senca, ndo € conveniente se analisar as regides de verossimilhanca, pois a falta
de interpretacdo para os parametros inconvenientes s faz aumentar a complexi-
dade da interpretacdo da regido de verossimilhanca. Assim, se faz necessario uma
forma de analisar os parametros de interesse sem a interferéncia dos parametros
inconvenientes.

Mesmo quando o nimero de parametros de interesse é maior do que dois,
a interpretacdo grafica da regido de verossimilhanga € extremamente complexa.
Logo € necessario uma forma conveniente de se estudar o comportamento das
MLE dos pardmetros em modelos com muitos parametros.

A forma de realizar esse estudo € substituir a andlise da supeficie de verossi-
milhan¢a de um modelo pela andlise de uma série de curvas de verossimilhanga,
cada uma relativa a um pardmetro de interesse no modelo.

5.2 Verossimilhanga Estimada

A Verossimilhanca Estimada € uma técnica se constroe uma curva de verossi-
milhanca para cada pardmetro de interesse, mantendo os demais parametros (de
interesse ou inconvenientes) num valor constante. O melhor valor para manter
demais parametros € a a estimativa de méxima verossimilhanca deles.

No exemplo da distribui¢do Gaussiana, a curva de verossimilhanca estimada
para média € obtida como

Lp{u} =L{n o}

onde ¢ é a MLE do desvio padrao.

A figura 9 apresenta as curvas de verossimilhanga estimada para o exemplo
da distribui¢do Gaussiana, utilizando os mesmos dados apresentados na figura 8.
Para facilitar a visualizagdo, a curva € apresentada em func¢do da diferenca i — ji,
pois as amostras geraram estimativas zi ligeiramente distintas. O grafico mostra
o efeito do tamanho da amostra aumentando a curvatura da superficie de veros-
similhanga e, consequentemente, reduzindo o tamanho do intervalo de verossimi-
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Log—-Vverossimiinanca Negativa Relativa

T
-2 -1 0 1 2

p-i

Figura 9: Log-verossimilhanga negativa relativa estimada para amostras de dife-
rentes tamanhos (n) da distribui¢do Gaussiana com p = 25 e o = 10. As curvas
foram tracadas para diferentes valores de 1, mantendo o valor do desvio padrdao
(0) fixo no valor da sua MLE (7).

lhanca da MLE da média.

5.3 Verossimilhanga Perfilhada

Outra forma de construir curvas de verossimilhanca € a Verossimilhanca Perfi-
lhada. Essa técnica consiste em variar o parametro de interesse e, para cada
valor dele, encontar as MLE dos demais parametros do modelo substituindo-os
na fun¢do de verossimilhanca para calcular a verossimilhanc¢a ponto-a-ponto do
parametro de interesse.

Tomando o exemplo da distribui¢do Gaussiana, a curva de log-verossimilhanga
negativa perfilhada para média € construida tornando a MLE do desvio padrado (ou
da variancia), para cada valor da média:

Lp{u} = L{p.0” = 0} = 5 n(2m) + 5 1n(0?) + = > (ss — )"

20’ i=1
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Mas a MLE da variancia € uma fun¢ao da prépria média:

—~ 1
0% = EZ(%—MF

=1

Inserindo essa expressdo na fun¢do de log-verossimilhanca negativa se obtem a
verossimilhanga perfilhada da média:

n
Lo{u} = nen) + G in (13- 02) + 5.

A figura 10 apresenta uma comparacao da verossimilhanca perfilhada e esti-
mada. Ambas tém o mesmo ponto de minimo (ponto da MLE), e na vizinhanca
desse ponto as curvas sdo coincidentes. Entretanto, a medida que se afasta do
ponto de minimo a curva da verossimilhanca perfilada € mais aberta, o que indica
um maior grau de incerteza sobre a estimativa da média. A verossimilhanga per-
filada € mais coerente e realista, uma vez que para cada valor de p no grafico, ela
busca o MLE da variancia assumindo aquele valor de média.

6 O Critério de Akaike na Comparacdo de Modelos

A utilizac¢do da razdo da verossimilhanga ndo considera que dois modelos sendo
comparados podem diferir bastante no nimero de parametros ajustados. Geral-
mente, espera-se que um modelo com mais parametros tenda a apresentar um
ajuste melhor que um com menos parametros, pois 0os parametros sao os elemen-
tos que nos permitem explicar o comportamento dos dados. Pelo Principio da
Parsimoénia, ou Principio de Okham, entre dois modelos com igual poder expli-
cativo opta-se pelo modelo mais simples, o que geralmente é entendido como o
modelo com 0 menor nimero de pardmetros.

Um critério baseado da log-verossimilhanca negativa que considera o nimero
de parametros € o Critério de Informacao de Akaike (AIC), que penaliza a log-
verossimilhanga negativa com duas vézes o niimero de pardmetros:

AIC = =2In [L{0}] +2p = 2L{0} + 2p (1)
No caso da distribui¢do Gaussiana o AIC pode ser detalhado como:

AIC = 2L{j,5}+2p
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Figura 10: Fun¢do de log-verossimilhanca negativa perfilada (em azul) e log-
verossimilhanca negativa estimada (em vermelho) para a média de uma distribui-
¢ao Gaussiana, applicada a dados do DAP médio por parcela em floresta nativa do
Maranhao.

n

1 ~
= 2 21n27r+nln?7+7 (z; — 1)*| +2p
2 202 —

n v — ) S

(s — [)? 1 - .
= 2{Zln2ﬂ+nln (\/le(x M))+2Z?:1( QZ(@—M)Q +2p

Simplificando-se a expressao:
AIC = nln(27)+nln (Z(xz - ﬂ)2> +2p
i=1

No modelo Gaussiano, o AIC € obtido a partir da soma dos desvios quadréticos
das observacdes em relagdo a média estimada (soma de quadrados do residuo).
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Anexo

MLE para alguns Modelos

A sigla MLE pode designar estimativas ou estimadores. Entende-se por esti-
mativa o valor numérico atribuido a um parametro na situacdo particular de um
certo conjunto de dados. Entende-se por estimador a expressdo ou processo ma-
tematico que permite encontrar a estimativa nos casos particulares. A expressao
as MLE se refe as estimativas, a expressdo os MLE se refere aos estimadores.

Nessa seccao sdo apresentados os MLE para alguns modelos de distribui¢do
aleatoria.

A Distribuicdo Gaussiana (Distribuicdo Normal)

Assumindo que um conjunto de varidveis aleatdrias X, Xo, ..., X, sdo indepen-
dentes e identicamente distribuidas seguindo a distribui¢do Normal com média . e
variancia 0% (X; ~ N(u,0%), i =1,...,n), adensidade conjunta destas varid-
veis € igual ao produto das densidades marginais. A funcdo de verossimilhanga,
para uma amostra observada X; = x;, se torna:

- el

A funcdo de log-verossimilhanc¢a negativa é de forma mais simples:

n

1
L{p, o} = —ln27r+nlna+ 022(95 —

Igualando as derivadas parciais a zero e solucionando para os parametros de inte-
resse, obtem-se:
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O MLE para o desvio padrao € ligeiramente diferente do estimador convenci-
onal. O estimador convencional € ndo-viciada, mas o MLE € consistente, isto &,
nao-viciado para grandes amostras.

B Distribuicdo Weibull - 2 Pardmetros

Dado um conjunto de varidveis aleatorias X1, X, ..., X, independentes e iden-
ticamente distribuidas de acordo com a distribuicao Weibull, com parametro de
escala 3 e pardmetro de forma , (X; ~ Weibull(3,v), 1= 1,...,n), a den-
sidade conjunta destas varidveis € igual a produto das densidades marginais. A
funcdo de verossimilhanga, para uma amostra observada X; = x;, se torna:

cio.ay = T o |- 55a)

= () [l o[ 54

A func¢do de log-verossimilhanca negativa assume a forma:

Lipo} = nln(;)—mlnwww—l)i ) zxz

A derivada parcial em relacio ao parametro de escala fica:

3L{6,v}_7<_ 12 7) _
o5 7 n+57;xz 0

ﬁ'y — ?:1 x;}’

n

resultando num estimador de méxima verossimilhanca que é dependente do para-

metro de forma:
n 1t
5 1T

A derivada parcial em relagdo ao parametro de forma fica:

OL{ 0, n " "
ol 2 (@) + Y o) - > al

Y
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Tomando o valor de 37 estd expressdo € simplificada para:

n n an1 @y
—+ > In(w;) - S
T =t Y]
a qual nao pode ser simplificada mais. Assim, a MLE para o pardmetro da forma
(%) € obtido solucionando a expressdo acima por métodos iterativos. Uma vez que
~ € encontrado, a estimativa do parametro de escala € obtida diretamente.

=0

C Distribuicdo Weibull - 3 Pardmetros

Tomando-se novamente um conjunto de varidveis aleatérias Xy, Xo, ..., X, in-
dependentes e identicamente distribuidas de acordo com a distribui¢do Weibull,
mas agora com trés parimetros: pardmetro de loca¢do «, parametro de escala (3
e pardmetro de forma v. (X; ~ Weibull(e, 5,7v), i=1,...,n). Novamente, a
densidade conjunta destas varidveis € igual a produto das densidades marginais,
logo a fungdo de verossimilhanga, para uma amostra observada X; = x;, se torna:

Lo, 8,7} = f[ (i — )"V exp [—17(332- = Oz)”]

- (ool 3 o

i=1 i=1

A func¢do de log-verossimilhanga negativa assume a forma:

n 1 n
Lino} = nin( 2] =9l + (= )3 ne —a) = 55 3o~ )
i=1 i=1
A derivada parcial em relagcdo ao parametro de escala fica:
OL{a, 5,7} _ v

1 N
o3 ﬁ<_n+ﬁ” 1»221(“_0‘)) -
Pz — )

6y — =1

n

resultando num estimador de mdxima verossimilhanca que € dependente do para-
metro de forma: .
[ (i aw] "

n

= @
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A derivada parcial em relagdo ao parametro de forma fica:

oL{a, 3,7}

5y = o)+ @i —a) = 53w —a) n(B) =0

Tomando o valor de 37 estd expressdo € simplificada para:

no iy (T — )Y
—+ ) In(z;—a) - =
v ; ( ) i (T — )7

=0 3)

a qual ndo pode ser simplificada mais.
Em relacdo ao parametro de locagdo, a derivada parcial fica:

PRI _ (Y L LS - ap =0

_.|_ —
Oa ri-a B

Substituindo-se o valor de 57 em (2), obtemos:

MY

iy (z; — ) i=1

|
)
|
=
=
&
|
Q
L
hE
—_
TR S
_l’_
S
2
I
o

i=1 i— Ui —
e
n(x—a)iz:;xll_a_f;iyl:o
(I_a)i:ixil—oz—”yilzo (4)

onde 7 é a média da amostra.

Todas as expressoes sao dependentes do parametro de locacdo (o) e do para-
metro de forma (y). Para se obter as MLE torna-se necessdrio utilizar um processo
iterativo envolvendo essas expressdes:

1. Inicia-se o processo com um valor arbitrario de «, (o) € encontra-se 0
valor inicial para 7y (7;) fazendo a expressdo (3) convergir por um processo
iterativo.

2. Utilizando-se v, obtem-se o valor incial de « («1), fazendo a expressao (4)
convergir por um processo iterativo.
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3. Repete-se os passos 1 e 2 acima, até que os valores obtidos para v e 7y
deixem de sofrer alteracdes marcantes. Os valores finais o, € 7, sdo as
MLE (@, 7).

4. Utilizando & e 7, obtem-se B solucionando-se a expressao (2).
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