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“Twice two equals four: 'tis true,
But too empty, too trite.

What | look for is a clue
To some matters not so light”

W. Busch, 1909



1 MODELOS EREGRES®0 LINEAR

Modelos &0 as unidadesasicas do desenvolvimento cidito e tecnabgico.
Qualquer teoria cieiftca pode ser vista como umodelo conceituabnde a
realizadad& apresentada de forma simplificada atsagle conceitos abstratos.
Modelos quantitativosao modelos que utilizam grandezas ranitas e funges
matenaticas para representar os conceitos e suas intedesac

As atividades paticas da Engenharia Florestabspovoadas por modelos

guantitativos. Tanto na pesquisa florestal quanto no manejo de recursos florestais, os
modelos biordtricos florestais constituem uma ferrameriaiba e essencial. A

técnica mais utilizada para se construir os modelos éidoos florestaigé a

Regresao Linear. A Regre$® Linearé uma écnica estastica que permite construir

um modelo onde umaariavel respostageralmente denotada pela leifaé

“explicada” em termos de uma ou mais \eeis preditoras que em gerals
representadas pela letka(denotadas pak;, X5, etc.). O termo “explicada” tem

uma conotago espeifica no jargo estdstico e veremos o seu significado mais

adiante.

1.1 O que $io Modelos?

Modelos &o representégs simplificadas da realidade. Tais represémaesio
presentes no dia-a-dia de qualquer ser humano, na maiori@zes de forma
inconsciente. Com efeito, agpria ickia que cada um debs tem de seu pprio

corpoé um modelo, pois nenhum ser humano possui conhecimento perfeito de seu
organismo. Algém conhece todas aslalas de seu corpo? Gucapaz de saber as
causas de qualquer doenca que o aflige seniiaala medicina? Em geral, pessoas
adultas @m uma razavel no@o de como seu corpo reage em sitiecparticulares,

mas esta n@pé limitada e frequentemente distorcida. O conhecimento imperfeito
gue temos de nossoggrio corpo pode ser chamado de modelo, pois se trata antes de
tudo de uma represengsg mental do nosso corpo.

O organismo de qualquer pessomuito mais complexo do que a imagem que a
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propria pessoa tem dele. Se o conhecimento que temos de négsio gorpoé o
limitado, o que podemos pensar sobre o conhecimento do mundo que nos circunda?
Na verdade criamos represeriiag mentais (modelosino © do nosso organismo,

mas de toda a realidade que nos envolve. A atividade de modelar, ddaconstruir
representaies mentaise piopria do ser humano, acontecendo tanto no plano
consciente quanto nos planos subconsicentes ou inconscientes da mente.

Mas o que difere tais modelos que todas as pessoas constroem dos modelos
biométricos florestais? Quaifs as caractesticas desé@yveis de um modelo a ser
utilizado na patica florestal? Espera-se que um modelo, em sendo uma simplificac
da realidade, mantenha as cardstaras fundamentais do fémeno ou realidade que
representa. Nesta e, um modelo seria um represer@agmperfeita mas
relativamente fiel da verdade. Na Engenharia Florestal, mod&tostiizados para
auxiliar a compreer@ dos febmenos estudados e para auxiliar na tomada de
decides. Desta forma, espera-se que os modelos sejam ferraratisaspiatica
florestal.

Modelos biongtricos florestais@ modelos quantitativos, que representam as
grandezas medidas eamvores e florestas e as suas inter-@asgcom o ambiente
fisico, bibtico e humano. As grandezas utilizadas nos modelos floreatais s
informages quantitativas ou qualitativas obtidas asasle mensurag da floresta,
como por exemplo o dmetro e a altura darvores, ou @rea basal e diversidade de
especies de uma floresta. Os modelos batricos florestais@®, portanto, alimentados
por informa@es obtidas em campo ou em labéra.

As inter-rela@es entre as grandezd@®ogepresentadas por expi@ss materaticas
cuja a forma funcional implica num modo esfimp e quantitativo de
relacionamento. Por exemplo, ao dizer que o volume de madeira numa flagata
com aarea basal estamos fazendo uma afidoage@rica riio-quantitativa. Por outro
lado, se dissermos que o volume de madeira numa floaestienta linearmenteom
aarea basal estamos construindo um modelo btapo. A diferenca eétno fato que
existem irumeras maneiras de expressar matematicamente a &worhagiar’, mas
somente umanica express matenatica pode representar o termaumentar
linearmenté.

Exercicios

1.1.1 Construa esquemasddicos onde a grandezaé fun@o da grandezi,
sendo que a rel@p entre elaé:
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a) Y aumenta linearmente cosj;

b) Y descresce linearmente coXn

c) Y é diretamente proporcional’s;

d) Y & inversamente proporcional;
€)Y tem uma relago parablica comX.

1.1.2 Procure listar as caractsticas fundamentais que um modelo béirco
deveria conter nos seguintes casos:

a) Manejo para prod@p de madeira de uma floresta nativa.

b) Manejo para prodi@p de madeira de uma floresta plantad®iheis sp

¢) Manejo para conservag de uma floresta nativa.
d) Manejo de florestas nativas ou plantadas para a @otde mananciais.

1.1.3 Tente relacionar os conceitos abaixo em termos de uma edpresgteratica
gue represente a rekg entre eles, onde a primeira grandeZango da segunda.

a) Altura dearvores individuais Gimetro dasérvores (DAP)

b) Altura média dasarvores do povoa- Fertilidade do solo
mento

c) Diversidade de egies arbreas na Precipitago anual e temperatura
floresta (clima)

d) Volume de madeira darvores indi- Idade dasarvores
viduais

e) Taxa de crescimento em biomassa Idade do povoamento

1.2 Modelos Estatsticos

De forma geprica, um modelo esfiatico pode ser definido pelo seguinte esquema:
DADOS = MODELO + ERRO

OsDADOS sao as informa@es obtidas de levantamentos de campo que representam
as grandezas medidas, as quais desejamos relacionar quantitativamé&md QS

sa0 sempre complexos e deidif interpreta@o e manipula&o. Eles podem ser
constituidos por umanica varavel medida em cada obser@ag como por exemplo
altura dasarvores, ou por um conjunto com diversas &agis , por exemplo quando

se mede para cadavore a sua altura, @linetro, biomassa de tronco, biomassa de
folhas, forma do tronco, etc.

O termoMODELO na expres&o acima representa uma f@ocmatenratica que
descreve o comportamento dd8DOS. A fungao matenatica estabelece uma
relago funcionalentre as grandezas que se pretende modelar e deve ser fruto de um



Exemplo:
Altura de Arvores de
Eucalyptus grandis

Populacao versus
Amostra
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conhecimento cieffico sobre o comportamento destas grandezas, sendo uma
explica@o térica para o uso do modelo. Como tdd®DELO & uma representag
simplificada da realidade, sempre existe uma discreja entre &MODELO e os
DADOS. Esta discrepnciaé chamada dERRO.

Note que cERRO nao significa que algam cometeu algum engano durante o
processo de mensugagou na aalise dos dados. BRRO a que nos referimos
unicamente a diferenca que sempre exastintre 0OADOS e oMODELO.
Construir um modelo esfiatico significa obter unMODELO que seja uma
representao adequada dd3ADOS isto &, que tenha um pequeE®RO. No jargao
estatstico, construir um modele “ajustar” oMODELO aosDADOS.

1.2.1 Popula@o versus Amostra

Um modelo estastico, como simplificao da realidade, pretende representar um
objeto de estudo que frequentemer#ie pode ser observado em seu todo. O objeto
de estud@ chamado dpopulagio e dever ser precisamente definido antes titan
da coleta dos dados e modelagem.

Os dados obtidos em camp@os em geral, umamostrada populago de interesse e,
portanto, 8o apenas uma frag dos dados pasgis de coleta na populag. Para
ajustar o modelo estatico, se utiliza os dados da amostra, mas pretende-se que 0
modelo construido seja uma boa represeitata popula@o. Para deixar mais claro
estes fundamentos, vejamos um exemplo.
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A area de estude uma fazenda florestal com 150@, com povoamentos de
Eucalyptus grandiem 12rota@o e idade variando de 2.1 a 14.4 anos ngede
Bofete (Estado de& Paulo). O plantio foi realizado num espacamento de planti
3x2m com taxa de sobrevéncia de 95%.

Populagdo: & o conjunto das alturas de todasaagores da fazenda, is&g
aproximadamente 2,5 milies dearvores.

Amostra: foram medidas as altura de 2&B/ores da fazenda:

10.96 9.38 10.44 10.20 11.08 10.51 14.24 9.81 13.07 12.48 14.19

12.53 15.59 15.79 29.37 32.23 10.10 9.57 10.37 8.65 10.23 9.91
10.99 13.44 12.96 13.44 12.17 11.53 12.71 14.56 15.41 19.21 9.95
13.64 11.88 16.87 16.81 18.42 22.44 21.40 22.46 18.16 20.93 24.24
27.78 26.48 29.59 26.92 29.72 9.53 14.23 17.01 17.34 15.37 18.28

21.49 21.27 17.96 18.83 19.33 21.62 21.21 25.51 23.49 26.32 23.24
21.74 25.68 26.20 27.56 21.21 18.57 23.97 22.87 32.50 35.27 34.80
28.23 33.83 36.94 40.87 40.14 42.58 33.78 32.62 35.47 38.03 40.49
42.31 34.85 39.72 41.48 39.40 42.42 41.16 43.42 44.91 31.54 32.57
36.46 32.91 39.07 41.85 38.96 38.82 40.02 38.20 41.80 9.76 13.08
13.00 13.97 15.90 16.72 15.32 16.40 17.58 15.54 16.92 16.73 16.85
16.28 17.06 17.35 17.38 19.41 18.52 19.75 17.52 18.14 18.02 19.16
19.48 19.32 19.62 20.45 19.48 19.35 18.95 20.03 19.74 20.87 21.68
22.59 16.35 17.73 17.22 16.70 16.98 15.05 14.39 10.15 12.53 17.22
18.76 18.66 19.03 17.45 18.23 18.66 19.46 19.63 21.05 18.73 18.94

18.78 18.60 18.01 21.43 9.63 9.32 9.01 8.65 10.15 11.69 10.63
12.41 12.53 11.87 10.75 12.43 11.12 10.56 11.70 9.99 11.32 13.02
9.54 7.11 8.31 7.43 9.91 8.98 10.43 10.40 11.63 10.81 11.28

13.12 10.60 11.81 10.87 11.56 10.97 12.70 12.93 10.70 13.53 13.83
14.37 14.37 14.40 14.88

Dado o tamanho da amostra, ficaidifvisualizar o comportamento da altura das
arvores, mas 0 gfico abaixo mostra que existe uma grande vaoaga distribuigo
naoeé sinetrica.
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Frequencia

10 20 30 40

Altura (m)

1.2.2 Construindo um Modelo Univariado Simples

Para ficar mais claro a estrutura dos modelosisfitais, construiremos um modelo
simples para o exemplo acima. Os dados disgng apresentam unimica varavel:
altura (dados univariados). No modelo mais simplesipek®s dados de altura ger
representados por uma constante. No cageogai/adia o modelo estéstico pode ser
apresentado na seguinte forma:

Y, = Bote (1.2

onde:

Y; representa a altura dawvore: da fazendalPADOS).

i(=1,2,...,N) éumindice que representa cada uma @a®res na fazenda. No
exemplo acimaV ~ 2500000 arvores.

(o € uma constante queeo modelo mateatico para a altura de todas@wores da
fazenda MODELO). 5, € chamado dparametropoisé uma constante
(desconhecida) que se reférpopulago.

¢; € 0ERRO, istoé, a diferenca entre a constafpte(MODELO) e a altura
observadd’; (DADOS) paraarvorei. Note ques; tamkem se refer@sarvores
da fazenda (popul@p).
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8o e ¢g; sao relacionados no sentido que uiésconhecido se o outro for conhecido
tamkem. Como ambos se refererm alturas dagrvores da fazenda eao © da
amostra, ambos & sempre desconhecidos. No entanto, @stenodelo hipditico
para toda a popul@p.

Para ajustar este modelo aos dados, precisamos apgréseptando somente os dados
daamostraorem utilizados. Neste caso ele se torna:

Y; = bo+e

onde:

Y; (i=1,2,...,n) €aalturadarvore: da amostra. No exemplo acima, o tamanho
da amostrasf) & 213arvores.

by € um candidato a tomar o lugar dg, isto&, a ser a nossa “melhor” estimativa do
paametro do modelo. Como 0 nosso modelcomposto de apenas um
pa@metro b, &€ tamkem a nossa “melhor” estimativa para altura @asres.

e; € chamado deesduopoisé o que sobra ou falta quando a nossa estimativa

comparada com a altura dasrores da amostra.

Em estaisticaé comum utilizar uma not&@g especial para representastimativade
uma varavel observada. Nesta no#ag; coloca-se o0 acento circunflexg gobre a
letra que representa a vavel. No nosso caso temos:

Y; alturaobservadalaarvores;

Y, alturaestimadalaarvores.

O modelo simples que estamos construindo implica que:
Y, = b

Ou seja, a nossa estimativa da alturéasemesma para todas@wores da fazenda. A
constanté, sela encontrada com base nas alturasatasres daamostra(213
arovres), mas saraplicada a todas asvores dgpopulagio (todas 2,5 milbes de
arvores da fazenda). Como na amostra, @tese a diferenca entre a altura
observada e a altura estimada pelo modelo, temos que:

e = Y-,
e; = Yj—bo

Note que o fato de subtrairmesmpreo observado do estimado, nesta ordem, implica
que:



8 Analise de Regressao

e redduo positivo indicasubestimativae

e redduo negativo indicauperestimativa

1.2.3 Critérios para Ajuste de Modelos Estaisticos

Ao encontrarmos um valor nwérico parabg, estaremos ajustadoMODELO (5)
aosDADOS (Y;). Um bom ajuste devarproduzir umERRO pequeno quando
aplicadoa populago. Para encontrarmég devemos ser mais expitos sobre o que
consideramos como “a nossa melhor estimativa” e o&fipeoduzir umERRO
pequeno”. H varios crierios que podemos utilizar para medir a diséregpa entre os
DADOS e oMODELO. Vejamos alguns:

Contagem dos Regluos (CR): neste criério contaramos os résluos ¢;) que
fossem diferentes de zero. Formalmente, estéermipode ser representado
pela fun@o:

CRiI(eHéO)il(ifiﬁﬁ))i“mbo%o)

ondel(-) & umafun¢do indicadorague assume o valor 1 se a corihgentro
de paénteses for verdadeira e o valor O (zero) se for falsa. Na verdade,
I(e; # 0) € uma maneira sofisticada de dizer que estamos contandddiso®s
cujos valores diferem de zero. Este &rib tem o problema de ignorar a

magnitude de cada fielsio, assim, réduos grandes e pequenos teriam a mesma

importancia ao definir o valor di.

Soma dos Refluos (SR): este criério consiste simplesmente em somar ogdgss,
isto é:

n n

SR=Yei= Y (N-T) =Y (¥i~b)

1=1 =1
A soma dos rdgluos tem o problema de que ositk®s positivos e negativos se
anularem. Sé, for obtido com base neste @ito, & possvel que ele gere
grandes régluos positivos e grandes fégos negativos, o que gostanos de
evitar.

Soma dos Re&luos Absolutos (SRA): a alternativa natural para a soma dos$dess
€ ignorarmos o sinal do rehio:

n

SRA=Y el = |Vi=Yi| =) Vi~ bl
=1 i=1

i=1
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Este criério tem a vantagem de evitar queite®s positivos cancelem iidsios
negativos. Por outro ladoalo problema de um grande r@so ser considerado
de mesmo peso que umare de pequenos fekios. Por exemplo, um modelo
gue superestime a altura de ufimacaarvore em 10n seria equivalente a um
modelo que superestima a altura deat@ores em apenasrit. Em termos
praticos, o segundo modedomuito superior ao primeiro.

Soma do Quadrado dos Résguos (SQR): estaé uma outra alternativa de remover o
sinal dos relluos:

n n

n
SQR=) (e)? =) _(¥; = ¥)* = _(¥; —bo)*
i=1 =1 =1
Este criério, aEm de evitar o cancelamento deice®s devido ao sinald
maior imporincia aos réduos maiores, evitando quanos regduos pequenos
tenham a mesma imparicia que um grande ligsio.

Todos os cri¢rio acima, foram apresentados na forma de umadingstas furfes

sao0 chamadas deingdes de perdagois quanto maior os seus valores pior o ajuste do
MODELO aosDADOS. Se encontrarmos o valor dig que minimizauma fun@o de
perda, iste&, que a torne o menor pdgsl para os dados da amostra que posss,
teremos encontrado o “melhor” valor dgde acordo com o respectivo @&iito.

Tomemos como exemplo o &iio da Soma dos Rehios (SR). Neste caso, o menor
valor deséjvel para a SR zero, pois valores negativos indicariam uma éemih a
superestimar (lembre-se que=Y; — }Af,) Qual o valor dég que fariaSR = 0?

n n

Y (Vi-Y)=) (Yi—bh) = 0

i=1 i=1

I SU!
i1 i=1
zn:Yi—Nbo =
i—1

)

nby = Y;

M=

i=1
S o

n

by =

Portanto, a radia amostralY) & o melhor valor dé, segundo o crério da Soma dos
Redduos. Assim, dizemos que aadia amostraé o melhorestimadorsegundo a
Soma dos Réduos.
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Cada criério apresentado acima & seunelhor estimadocaso a fungo de perda
seja minimizada:

Funcdo de Perda Estimador dej,
Contagem dos Reduos MODA: valor mais frequente d¥;
na amostra
Soma dos Réduos MEDIA: = média amostral d&;
Soma dos Réduos Absolutos MEDIANA: = valor acima de 50%

das observdies deY; na amostra
Soma de Quadrado dos Resos MEDIA: = média amostral d&;

Vejamos como cada um desteséribs se comportam com os dados do exemplo da
altura dearvores deEucalyptus grandis

Exemplo:
Altura de Arvores de
Eucalyptus grandis

Critérios de Ajuste
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Ajustando-se o modelo (1.1ag. 6)a amostra da altura de 248vores déE. grandis
obtem-se o seguinte resultado:

Estimadores Estimativas Fuies de Perda
na Amostra CR SR SRA SQR
Moda 12.53 210 1494.08 1725.94 29379.48
Mediana 17.35 212 467.42 1481.00 19925.05
Média 19.54 213 0.00 1548.00 18899.32

Cada criério mostrou que minimiza a sua respectiva imde perda, somente a
média amostral foi capaz de minizar dois eribs. A soma de réduos G R) indica
gue a moda e a mediana tendem a geradues positivos com mais fregocia, sendg
gue o gafico de distribuigo dos resluos abaixo mostra claramente esta &,

0.06
|

0.05
|

\ —— Media
\ -~ Mediana
Moda

Densidade Probabilistica
0.03
|

0.0

Altura (m)

1.2.4 O Método dos Quadrados Mnimos

O método de minimizar a Soma dos Quadrados do$dResé chamado dé/étodos
dos Quadrados Mnimos e as estimativas obtidas por essetodo §o ditas
estimativas de quadrados rmimos. Esteé o cri€rio utilizado em regreés linear
para ajustar os modelos p@ Unico que satisfaz duas condé&s muito importantes:
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Erro M édio Nulo: os estimadores de quadradommos, aém de minimizar a Soma
dos Quadrados dos Rdsos, tambm tornam nula a Soma dos Rifigos. Isto
implica que o ‘erro nédid’ destes estimadordszero, o que significa quéa
ha ten@ncias de superestimar ou subestimar.

Maior Penalizacdo de Grandes Regluos: como neste cririo os regluos §.0
elevados ao quadrado, grandesdaess §o fortemente penalizados. No
exemplo da altura devores, seriam necestos 100 regluos de In para se
alcangar a mesma soma de Umico re$duo de 10n. Grandes rdduos sefo
evitados pelo Mtodo dos Quadradosikimos.

Uma vez que se tenha enios uma amostra, a Soma dos Quadrados dds ires

sea sempre furigo dos pa@imetros a serem estimados. As estimativas de quadrados
minimos sefio obtidas minimizando esta fulgem relago aos pa&rmetros. A teoria

do calculo diferencial nos garante que para obtermos 0s pontos extremos de uma
funcao devemos encontrar a sua primeira derivada, églaah zero e solucionar a
expresao resultante. A sol@p nos fornece o ponto extremo, se a segunda derivada
da fun@o neste ponto for positiva, este ponto extrémon ponto de fimimo, istog, o
valor obtido igualando a primeira derivada a zero minimiza adong

Vejamos como isto pode ser feito no caso do modelo (1.1). A Soma dos Quadrados
dos Re&uosé fung@o do estimadob:

n

Qo) = Y (Yi—b)’

i=1

Desenvolvendo o quadrado desta exfesshtemos:

n

> (V2 - 2Yiby + b3)

i=1

= iyf —imbﬁi:bg
=1 =1 =1

= Zn:Yf - 2bozn:Yi + nb?
i=1 =1

Q(bo)

Tomando a primeira derivada em réda@ b, e igualando-a a zero obtemos:

dQ

o~ 9Ny onby =
T > Y+ 2nby =0

i=1

n 7lL Y
= —ZYQ—Fnbo =0=by= LZ? .
i=1
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A formula obtida pard, € a Hrmula da redia amostral. Logo a fuBg da Soma dos
Quadrados dos Rehlos atinge um ponto extremo &ximo ou mnimo) quando o
valor deb, € substituido pela édia amostral.

Para termos certeza de que este ponto exténom ponto de imimo, & necesario
mostrar que a segunda derivada da &o1Q (em rela@o aby) € positiva:

d2Q

— = 2 0
dbg n >

Portanto, podemos ter a certeza de quetdiemamostral minimiza a Soma dos
Quadrados dos Rekios para o modelo (1.1).

No caso do nosso modelo univariado simples, o modelo (1.1&danamostraé o
estimador de quadradosmmos. Esta expos#p justifica o porgé da nédia

arimética serao frequentemente utilizada como efstiida descritiva de uma amostra.
Mas a neédia amostral @oé uma panasia e, ao adotarmos outros éribs de
representao dos dados, outras esstitas descritivas devem ser utilizadas.
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Uma forma visual de verificar que o estimador de quadradosmos obtido pelo
método acima de fato minimiza a Soma dos Quadrados dddiRss(SQRE
calcub-la para valores arbérios deby construindo um dafico.

Para amostra darvores ddcucalyptus grandisa SQR em fur@o deb, fica:

in — 2b0§:Yi + nb3
=1 =1

= (100262.3) — 2b((4162.97) + 213 b?
100262.3 — 8325.94 by + 213 b3

Q(bo)

Fazendo os valores dg variar entre 10 a 30, obtemos o seguint&figo para esta
funcio:

Q (b0)
30000 35000 40000
I I I

25000
I

20000
I

T T T T T
10 15 20 25 30

b0

Note que(by) € uma fun@o quadatica deby, istoé, seu gaficoé uma patbola. O
ponto de nmimo esh exatamente no ponto em giye= 19.54, isto &, no ponto em
gueby € iguala media amostral.

Exercicios

1.2.1 Osdados abaixd@® os CAP de 32rvores de palmiteiro jucar&(terpe
edulis medidas numa propriedade rural no Mupio de Eldorado, Estado dé&&
Paulo.

185 48.0 33.0 16.0 250 46.0 21.0 515
175 320 300 185 435 250 175 175
185 43.0 200 335 195 195 38.0 300
200 38.0 230 160 335 160 19.0 175
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Tomando como base o modelo (1.1):

a) caracterize popula¢ioe aamostrareferentes a esses dados;

b) encontre as estimativas que minimizam a Contagem dddirRes a Soma dos
Resduos, a Soma dos Reésios Absolutos e a Soma dos Quadrados dos
Resduos;

c) mostre, atra@s de um dafico, que a radia amostral minimiza a Soma dos
Quadrados dos Rehlos.

1.2.2 Os dados abaixd@® asareas fa) de fragmentos de mata degradada na
regiao do Vale do Ribeira, Estado da&Paulo.

486 454 0.49 3.46 001 587 0.08 297
118 202 316 7800 451 829 438 234

Com base no modelo (1.1):

a) encontre os estimadores que minimizam a Contagem dadu®esa Soma dos
Redduos Absolutos e a Soma dos Quadrados do&lRes;

b) calcule os rdgluos produzidos por cada estimador;

¢) analisando os reguos responda as seguintes qaest

e Quais as limitages de cada um dos estimadores?
e Qual estimador representa melhor os dados?

1.2.3 Num levantamento da regenefagde guara@t (Esenbekia leiostachjana
Reserva de Ibicatu, Muffmo de Piracicaba, & Paulo, utilizou-se 40 parcelas e
foram encontrados os seguintésmeros de plantas com altura entre 1 er2.por

parcela:

OO WerE
[eNeNoNo]
[eNeNelNe]l
oOrow
O oONO
o
[N eRNNe]
O OR N
oo onN
oo ow

Se o modelo (1.1) fosse ajustado a esses dados, q@ade ajuste deveria ser
escolhido? Por que?

1.2.4 Aaltura comercial#f), istoé a altura & a Bbifurca@o, foi medida em 30
arvores de jatad (Hymenea courbarjlnuma floresta no Munipio de Bom Jardim,
Estado do Marar#o.

4 5 10

8 8 7 8§ 11 7 6 7 4 6 4 6
5 10 9 4 6 7

14 14 12 13 10 11 11 10 9
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Qual estastica descritiva (redia, mediana, moda) deveria ser utilizada para
respresentar estes dados? Por que?

1.3 Regresao Linear Simples

No modelo univariado simples, construiu-se um modeloiesitai com base em uma
Unica varavel que no exemplo dasvores deEucalyptus grandioi a variavel altura.
Na regres3o linear, no entanto, estaremos interessados em construir modelos com
duas ou mais vaaveis, sendo que o modelo mais simples envolve apenas duas
variaveis.

1.3.1 O Modelo Linear Simples
Na estrutura geral dos modelos efsttos:
DADOS = MODELO + ERRO
dois componentes mudam no caso do modelo linear simples quandooestgarado

ao modelo univariado apresentado acima (modelo 1.1pAIFOS nao f.0 mais
observades de umdinica varavel, masobservades pareadase duas vaéveis:

variavel resposta: queé a varavel cujo comportamento desejamos modelar, e

variavel preditora: quéé a varavel que nos auxili@ a representar o comportamento
da varavel resposta.

O termo ‘observades pareaddsiginifica que ambas as vaneis §i0 medidas
conjuntamente nas obser@@s uma-a-uma.
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Exemplo:

Relacéo
Altura-Diametro
em Arvores de
Eucalyptus grandis

DADOS
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duas varveisarvore-aarvore:

Arvore Diametro  Altura
1 5.09 10.96

2 4.46 9.38

3 5.09 10.44

4 5.09 10.20

5 5.73 11.08

6 4.77 10.51

7 7.00 14.24

8 5.73 9.81

9 7.00 13.07
10 6.37 12.48
11 7.32 14.19
12 6.05 12.53
211 12.10 14.37
212 11.46 14.40
213 12.41 14.88

grafico de dispei.

Este exemplo ainda se refaasarvores deEucalyptus grandislo exemplo anterior.
Entretanto, interessa-nos agora a rétaentre a altura totah() e o ddmetro (DAP -
cm) dasarvores. OPDADOS, portanto, consistem de obserfiag pareadas destas

A variavel que desejamos modeéaa altura total daarvores (vadvel resposta)
enguanto que o dmetroé a varavel preditora. A melhor maneira de visualizar a
relag@o entre altura e @imetro para construir o modelo de regéess por meio de un

50
1

40

30
1

Y (altura em m)

20
1

20

X (diametro em cm)

30

40

Por convendo, a varavel resposté sempre colocada no eixo das ordenadas (eixq-
a varivel preditora no eixo das abcissas (eixo-x).

y)e
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No modelo linear simples, a rekg funcional entre vaiivel resposta e vavel
preditora segue um pofimio de P grau, que graficamenéerepresentado por uma
reta. A expresso matenratica da fungo linear simpleg

y = Bo+ bz

Note que utilizamog e x (letras miriiscula3 na expresio acima para denotar
variaveis materaticas arbitarias.

Neste modelo mateatico, 0 paametrof, indica o ponto em que a reta intercepta o
eixo das ordenadas, ou valor geguandar = 0. Ja 0 paBmetros,, € a inclinago da
reta, ou a alterép que ocorre em, quandar varia em uma unidade. Este paretro
tamkem pode ser entendido como adazla taxa de variap dey pela taxa de
varia@o emz:

y1 = Po + Bix1 } N { y2—y1 = Po+ Bixa — Bo — fixy

y2 = Bo + Prx2 yo—y1 = Pi(xe — 1)

Y2y Ay
61 = -2
To —x1 Az

Exemplo:

Relacao
Altura-Diametro
em Arvores de
Eucalyptus grandis

MODELO



Exemplo:

Relacao
Altura-Diametro
em Arvores de
Eucalyptus grandis

Regresséo
Linear Simples

20 Analise de Regressao

No caso da reld@p altura-dametro, o modelo linear simples sugere que a altura d
arvorese diretamente proporcional acadnetro.

X (@ametro em cm)

O paametrof; € a constante de proporcionalidade./3e= 2, enfio a altura (em
metros) sei o dobro do dimetro (em ceininetros).

Outra forma de entendg} € que uma vari&p de 1cm no didmetro resulta numa
varia@o des; m na altura. Portanto, o pametros,; possui unidade de medidaestg
unidadeé sempre a rd@o da unidade da vanel resposta pela unidade da a=gl
preditora. Neste exemplo, a unidade de medid&;dem/cm.

O paametrof, seria a altura de umé@rvore cujo dimetroé zero. Portantgj, tem
unidade de medida igual a unidade de medida dawvekresposta, que neste exem
& metro.

Naoé muito realista falarmos da altura @erores com dimetro zero, mas
importante lembrar que a fuag materatica doMODELO & uma representag

|

simplificada da realidade e, consequentemente, semparknéiagdes em explia-la.

Q-

CombinanddADOS e o MODELO obtemos o modelo estatico para regreée
linear simples:

Yi = Bo+6Xi+e (1.2)
onde
Y; € o valor davariavel respostgara observapi (i = 1,2,..., N);
X; € o valor davariavel preditorapara observaipi;
8o € 31 SA0 osparametros e

€; € 0 erro na observagi.

S

(o]
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No modelo de regre@s haved sempre discrémcia entre a altura observada para
arvores deEucalyptus grandi$Y;) e a altura estimada pelo modelo linear simples
(6o + B1X;). Essa discrédnciaé o ERRO estatstico, que no dafico de dispei@o da
altura pelo dimetroé representado petfistancia verticakentre a cada obsenag e a
reta que representa a redacfuncional altura-@metro.

40

30
|

Y (altura em m)

20
|

0 10 20 30 40

X (diametro em cm)

1.3.2 A Fun@o da Soma de Quadrado dos R&3uos

Para encontrarmos as estimativas do&ipatros do modelg3 e 8;) utilizaremos o
método dos QuadradosiMmos. Numa dada amostra, osicees do modelo linear
simples &o:

6 = Yi—-Y,
= Y, — (bp+ 01 X;)
= Yi—bo— b0 X;

ondeb, € a estimativa dg; e b; & a estimativa dg,. A soma dos quadrado dos
redduos (SQRE definida pela furtp:

n n

Qbo,br) = Y (e)* =D (Yi—bo— b X;)%

i=1 i=1
A fungdo da SQR depende agora de duasavais: b, € by, sendo uma furéip
guadéatica de ambas. Ist®mais facilmente visualizado se desenvolvermos a
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expresao:

n

Qlbo,b1) = Y [¥7 —2Vibo — 201 X,Y; + b + 2bob1 X + b X 7]

i=1

- Zn:y; - QbOXn:Y; + nbi — zblzn:XiYi —Hﬁin +2b0blzn:Xi
=1 =1 =1 =1 =1

Encontrando a furip da SQR para relag altura-dimetro podemos investigar

graficamente a sua forma. No caso dagres deeucalyptus grandisa fun@o da
SQR fica:

Q(bo,b1) = 100262.3 — 8325.94 by + 213 b2 — 141736.06 b,
+51156.04 b? + 5699.12 byb,

Construindo um gfico tridimensional para esta fuiiobservamos qug(by, b1) &
de fato uma fungo quadatica, mas com curvatura que difere em rétaab, e b;.

0

OR

SR

S
SRR R BEISESIIESE
SR RS SESIIESS
S R R RIS

50000 100000 150000

S
>
SECSSSISS,
%% ~’~:‘:’.¢‘:‘:‘:‘:‘:‘: e

0

15

Os 5
A0
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Outra forma de visualizarmos a fuiigda SQRe atraes de um gafico de contornos
O grafico de contornoé um gafico bidimensional onde as linhas representam
“curvas de ivel” (isolinhag em rela@oa terceira vaével. No géfico abaixo, cada
linhaé uma isolinha para a SQR, istprepresenta um mesmo valor de SQR.

2.0

1.5

bl

1.0

0.5 1

Relembrando o @fico tridimensional anterior, conclui-se que o ponto deimo da
funcdo da SQR eétno centro do gfico.

1.3.3 Estimativas de Quadrados Nhimos

Para encontrarmos o ponto démmo desta fungo devemos encontrar derivadas
parciaisem relago ab, e b;, igualando-as a zero:

6@ n n
87)0 nb0+blin_;Yi:0

i=1

% = bo;Xﬁbl;X? ;Xm—o

Note que o sistema obtidcomposto de duas eqi@s e duas iragnitas §, e b;). E
importante lembrar que para uma dada amostra todos os termos que envolvem
somabrias §i0 constantes, portanto o sistema obtido consiste num siteraaque
é facilmente solucionado.

Re-escrevemos aqui o sistema de efeaqa forma que elemais comumente
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apresentado:

nby + by Z X;
i=1 i=1

iXiYi = bOiXi + by inz
i=1 i=1 i=1

™
=
|

Este sistem& a chave para a regré@sslinear sendo chamado de sistem&daa@es
Normais Ajustar o modelo aos dados significa encontrar a Saly@ra este sistema.
Felizmente, podemos obter uma s@ageral para as estimativas dosjvaetros
independentemente do conjunto de dados que estejamos analisado.

Para solucionarmos este sistema, primeiramente isolaggnasprimeira equap do
sistema, obtend&, em fun@o deb;:

bo

1 n n
- ;Yi—bli_zlxz-]

()0 (5)

by =

=l

-0 X

A estimativa de quadradosinimos para3, pode, portanto, ser interpretada como a
diferenca entre a &tia amostral da vaiel respostabservad4Y’) e a nedia
amostralpreditacom base na rel@p de proporcionalidade com a \@réel preditora
(b1 X).

Para obtermoé;, devemos substituir a expr@ssdeb, na segunda equag do
sistema de equées normais:

iXiYi
i=1

ZX’L)/; _ Zz:l Zz:l o bl (21:1 ) + bl ZXE
i=1 " i=1

ZT'L—1 Y; Zn—1 X; S - 2
= —b = X, +b X:
[ o 1 o ; + 01 ; i

n

n n Xi 2
i=1

n n n
Z i1 XiD i1 Y
XLYL _ Zl:l Z’L_l
=1 n
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b1

2o XiYi — (25, Xo) (i, Yi)l /n

Yim X7 = (0L X/
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Exemplo:

Relacéo
Altura-Diametro
em Arvores de
Eucalyptus grandis

Vejamos inicialmente como o Sistema de Edies;Normais aparece nos dados de
Eucalyptus grandis

SY: = 416297 S X; = 2849.56
Sistema de Y XY, = 70868.03 Y. X? = 51156.04
Eqg. Normais

12Eqg.Normal: 4162.97 = 213 by + 2849.56 by
2aEq.Normal: 70868.03 = 2849.56 by + 51156.04 by

O sistema de Equaes Normais aparece noadico da supeftie da SQR como duas
linhas, sendo que o cruzamento das linhas indicam o pontdrdmmda SQR:

2.0 - la. Eq. Normal
1.5
2a. Eq. Normal
—
o]
1.0
0.5 H
10 5 0 5 10 15
b0

Comob; € uma raao entre duas grandezas, devemos entender os termos dasta raz
para podermos intrepretay adequadamente e compreender comoéiddo de
Quadrados Nhimos estimas; .

Numerador: & chamado d&€oma de Produtode X porY e pode ser apresentado da
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seguinte forma:

ser = S (M XIEL S xy- 7).

Sxvy € naverdade uma soma dos produtosdiEsviosX eY em relag@oas
suas ngédias amostrais. Grandes valores desta soma (em termos absolutos)
indicam que grandes desvios 8eem relagéoa sua rédia $.0 acompanhados
de grandes desvios d& Por outro lado, pequenos valores (em termos
absolutos) da soma indicaram um “descompasso” entre os desviogdeé
Portanto,Sxy & uma medida de comd eY variam conjuntamentésto &, da
sua co-va@ncia.

Denominador: & chamado d&oma de Quadradate X, podendo ser apresentado na
forma:

n n N2 n
sox = Soxr- s Xl sy
i=1 )

Sxx €& asoma dos desvios ao quadradddem rela@oa sua nédia, sendo
uma medida da vahcia deX.

A formula deby, portanto, pode ser escrita como:

Sxy
o= XY
! Sxx

isto &, a rao entre a variabilidade conjunta da @@l preditora X) e da varavel
respostaY’) pela variabilidade da vaxvel preditora §). Esta rado pode ser
interpretada como proporgo da variabilidade conjunta em rekag a variabilidade da
variavel preditora.

Exemplo:

Relacao
Altura-Diametro
em Arvores de
Eucalyptus grandis

Estimativas de
Quadrados Minimos
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Com os dados dawvores deEucalyptus grandispodemos obter as grandeza$(ha
e das somas de quadrados e soma de produtos) agasgsra se aplicar asrfnulas
deduzidas acima:

Y =19.54446 X =13.37822 Sxx = 13034.01 Sxy = 15174.91

Aplicando-se asdrmulas, obtemos as estimativas de quadradasmos:

15174.91
b = 1303401 — 1.164255
bo = 19.54446 — 1.164255(13.37822) = 3.968804

Tais valores minimizam de fato a SQR, o que podemos verificar plotando-os ng
grafico da fun@o da SQR:

20

b0
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Vejamos 0 que acontece com as unidades de medida daseiardriginais no
exemplo dagérvores deEucalyptus grandigaltura e dametro) quando encontramos
as estimativas de quadradogimos. Primeiramente, devemos identificar as unid
das n&dias e somas de quadrados e produtos utilizada®maslfs:

Y = 19.54446 [m] X = 13.37822 [em)]
Sxx = 13034.01 [em?] Sxy = 15174.91 [em - m)

Aplicando as érmulas e considerando as unidades de medida obtemos:

15174.91 [em - m)]

b= 303401 [on?]
= 1.164255 [m/cm)]
by = 19.54446 [m] — 1.164255 [m/cm](13.37822 [cm))

= 3.968804 [m]

Portanto, podemos de fato interpreiacomo uma medida da variag na altura das
arvores que ocorre com uma vaaago dametro. O valor encontrado sugere que
duasarvores que tenha uma diferenca derlno diametro, teio em médiauma
diferenca de 1.16: na altura.

Por outro lado, o valor d&, sugere que quando o&ifhetroé zero a altura darvoreé
3.97m. Esta sugeéib, no entanta inapropriada pois sabemos que ardetroé
medido a 1.30n de altura (DAP) e, consequentemente, este deveria ser o valor
apropriado.

ades

1.3.4 Aplicag@o do Modelo

Uma das fun@es dos modelos quantitativos em geral, e dos modelos florestais em

particular,é a sua aplic&p em situa@es paticas onde desejamos conhecer o
comportamento da vavel resposta, mas possuimos inforamapenas da vavel
preditora. Nesta circuréstcia, 0 model@ utilizado paraestimaro valor da varavel
resposta sendo aplicado da seguinte maneira:

Y = bo+biXp
onde:
ffh € o valor estimado da vael resposta;

X}, € ovalor da vaével preditora, para o qual desejamos estimar @valresposta;

by, by SA0 as estimativas de quadradosimos;
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h € o subscrito utilizado para denotar que estamos nos referindo a uma oasérvag
quenédofazia parte da amostra utilizada para encobga b, .

No caso das observags utilizadas para ajustar o modelo utilizamos sempre o
subscritoi (Y;; X501 =1,2,...,n).

Ao utilizarmos um modelo ajustado por reg@ssinear para estimar a vaviel
resposta podem aconter duas sities;

Interpolag@o: o valor da varavel preditora X;,) embora @o faca parte da amostra
original utilizada para ajustar o modelo, &dentro da amplituddos dados
utilizados no ajuste.

Estaé a situago para a qual os modelos de regées$io contridos. A
confiabilidade das estimativas obtidas por interpidese fundamenta na teoria
estatstica que desenvolveu os modelos de regetinear.

Extrapolacéo: o valor da vatavel preditora &) est fora da amplitudelos dados
utilizados no ajuste.

Estaé a situago indesdjvel que deveria ser evitada, po&apodemos utilizar
a teoria estastica para garantir a qualidade de estimativas obtidas por
extrapola@o. O comportamento esigtico de todo modelo de regr@sslinear
sb pode ser analisad#entro da amplituddos dados originais utilizados no
ajuste do modelo.

Uma vez ajustado os dados da alturag@itro dearvores deEucalyptus grandisao
modelo linear simples obtivemos o seguinte modelo para estimar a altura i fu
do diametro:

hn = 3.968804 + 1.164255 (dy,)

ondeﬁh € a altura a ser estimadalg & o dametro medido.

Desejamos agora estimar a alturaadeores com os seguintesadietros ¢m):
2, 10, 20, 30, 60, 80
Utilizando o modelo ajustado obtemos as seguintes estimativas:

dy(em)| 2 10 20 30 60 80
hn(m) | 63 156 27.3 389 738 97.1
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Analisemos agora estes resultados. As estimativas de altura parecéneiapara a
arvores com dimetro a& 30cm, mas para adrvores com os maioresaetros (60 €
80 cm) elas parecem desproporcionais. Quaatasres de 6@m com 73.8m de
altura vo@ ja viu? Seria po$gel umaarvore ter 97.1n de altura ?

As arvores mais altas do mundo chegam raximo a 100n de altura. Mas estas
arvores gigantesao sio Eucalyptus grandistem muito mais que 14 anos amesho
localizadas no Estado dé&& Paulo.

As alturas estimadas paradietros de 60 e 80n sdo extrapolades que neste casg
resultaram em estimativas de altura totaltmente inapropriadas. A estimativa da
para o dametro de 2m tamkemé uma extrapol&p que, embora ddil julgar seé
apropriada ou @o, pode sefdo irreal quanto as outras.

Para visualizarmos o quea intrapolago e a extrapoldp, bem como dos pdseis
enganos resultantes da extrapalagdevemos contruir um &@fico de dispe&o onde
colocamos os dados originais e o modelo ajustado.

120 4

100 +

2]
o
|

Altura (m)

T T T T T T
0 20 40 60 80 100

Diametro (cm)

S

g
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Exercicios

Os exercios que se seguem utiliZzay os dados da tabela abaixo refererdevares
deEucalyptus grandisom idade inferior a 4 anos. Em todos eleseattilizado o
modelo linear simples (modelo 1.2).

Arv. DAP  \olume | Arv. DAP  \olume | Arv. DAP  \olume
(cm)  (dm?3) (ecm)  (dm?) (cm)  (dm3)
1 10.82 74.3 24 14.01 126.4] 47 3.82 2.6
2 1114 77.4| 25 16.87 208.9| 48 6.37 14.8
3  10.19 63.9 26 7.00 17.4| 49 5.73 10.8
4 9.87 59.0 27 6.37 13.9 50 6.05 12.7
5 10.50 68.9 28 7.32 15.8 51 6.68 171
6 8.91 43.6 29 5.73 10.0| 52 7.00 18.3
7 7.96 32.0 30 6.68 14.8 53 7.96 23.8
8 5.09 6.4 31 7.32 21.0| 54 7.64 22.9
9 5.73 14.7 32 5.73 11.1 55 9.23 38.0
10 13.05 106.0 33 8.28 29.3 56 7.64 24.1
11 1241 107.4| 34 8.59 30.5 57 9.23 34.7
12 12.73 106.2| 35 8.91 31.7 58 6.05 125
13 12.10 96.3| 36 8.28 26.2 59 7.32 22.1
14 13.37 109.5| 37 7.96 28.4 60 6.37 16.1
15 13.69 115.6| 38 8.28 21.9 61 8.59 33.3
16 14.32 125.8| 39 8.91 25.0 62 9.23 35.4
17 15.92 182.1| 40 9.87 37.0 63 7.96 23.3
18 16.55 197.5| 41 9.55 29.6 64 9.55 41.4
19 1751 227.8/ 42 10.50 45.0/ 65 9.87 50.1
20 1241 102.1| 43 11.46 59.0/ 66 10.50 57.2
21 13.37 119.7| 44 5.41 9.3 67 12.10 66.7
22 1432 132.5| 45 414 3.9 68 11.46 63.3
23 13.69 123.8| 46 4.46 4.7 69 1241 73.8

1.3.1 Ajuste o modelo linear simples (modelo 1.2) aos dados acima utilizando:

e variavel respostaY; = Volume;;

e variavel preditoraX; = DAP;;

e responda as seguintes qoest

a) Qual os valores dg e b; encontrados ?

b) Quais as unidades de medidalge b, ?

c) Qual ainterpretdip piatica para os valores dg e b; encontrados ?

d) Qual a estimativa do volume devores com DAP igual a: 5, 10, 15, 20, 25 e
30¢cm ?

e) Quais das estimativas acinr@gazaveis?

1.3.2 Ajuste o modelo linear simples (modelo 1.2) aos dados acima da mesma
forma que o exeficio anterior, mas utilize agora as seguintesaragis:
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e variavel respostay; = Volume;;

e variavel preditora:X; = DAP?;

Responda as seguintes qiest

a) Qual os valores dg e b; encontrados ?

b) Quais as unidades de medidabge b, ?

c) Qual a interpretdp piatica para os valores dg e b; encontrados ?

d) Qual a estimativa do volume devores com DAP igual a: 5, 10, 15, 20,25 e
30em ?

e) Quais das estimativas aciniogazaveis?

1.3.3 Ajuste o modelo linear simples (modelo 1.2) aos dados acima da mesma
forma que os dois exdiao anteriores, mas altere as \areis do modelo para:

e variavel respostay; = log (Volume;);

e variavel preditora:X; = log(DAPF;);

e ondelog & o logaritmo neperiano (base-e2.718282).

Responda as seguintes qdest

a) Qual os valores dg e b; encontrados ?

b) Quais as unidades de medidabge b, ?

c) Qual a interpretdip piatica para os valores dg e b; encontrados ?

d) Qual a estimativa do volume devores com DAP igual a: 5, 10, 15, 20,25 e
30em ?

e) Quais das estimativas aciniogaz@veis?

O exerdcios que se seguem se baseiam nos dados abaixo e na modelo linear simples
(modelo 1.2).
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Pds POP75 RENDA Pds POF75 RENDA
Populago Renda Populago Renda
com + 75 anos Per Captal com + 75 anos Per Capta
(%) (US$) (%) (US$)
Australia 2.87 2329.68 | Malta 247 601.05
Austria 4.41 1507.99 Norway 3.67 2231.03
Belgium 4.43 2108.47 | Netherlands 3.25 1740.70
Bolivia 1.67 189.13 New.Zealand 3.17 1487.52
Brazil 0.83 728.47 Nicaragua 121 325.54
Canada 2.85 2982.88| Panama 1.20 568.56
Chile 1.34 662.86 Paraguay 1.05 220.56
Taiwan 0.67 289.52 | Peru 1.28 400.06
Colombia 1.06 276.65 | Philippines 112 152.01
Costa.Rica 1.14 471.24| Portugal 2.85 579.91
Denmark 3.93 2496.53| South.Africa 2.28 651.11
Ecuador 119 287.77| Rhodesia 152 250.96
Finland 2.37 1681.25 Spain 2.87 768.79
France 4.70 2213.82| Sweden 4.54 3299.49
Germany 3.35 2457.12| Switzerland 3.73 2630.96
Greece 3.10 870.85( Turkey 1.08 389.66
Guatemala 0.87 289.71| Tunisia 121 249.87
Honduras 0.58 232.44| United.Kingdom 4.46 1813.93
Iceland 3.08 1900.10 | United.States 3.43 4001.89
India 0.96 88.94 Venezuela 0.90 813.39
Ireland 4.19 1139.95| Zambia 0.56 138.33
Italy 3.48 1390.99 Jamaica 173 380.47
Japan 191 1257.28| Uruguay 272 766.54
Korea 0.91 207.68 | Libya 2.07 123.58
Luxembourg 3.73 2449.39| Malaysia 0.66 242.69

1.3.4 Construa um modelo de regrésdinear simples com as seguintes &e€is:

e variavel respostaY; = RENDA;;

e variavel preditora:X; = POP75;;

Responda as seguintes qdest

a) Qual os valores dig e b, encontrados ?

b) Quais as unidades de medidabge b, ?

c) Qual ainterpretdp pitica para os valores dg e b; encontrados ?

d) Qual a estimativa da renda per capta pafagsacom popula@p com mais de 75
anos de: 0.1, 0.5, 2.0, 3.0, 4.5, 5.0, 10.0, 15.0 % ?

e) Quais das estimativas acintiogazaveis?

1.3.5 Construa um modelo de regrasdinear simples semelhante ao ekec
anterior, mas utilize as vaveis:

e variavel respostaY; = log (RENDA;);
e variavel preditora:X; = POPF/5;;

e ondelog & o logaritmo neperiano (base-e2.718282).

Responda as seguintes qdest

a) Qual os valores dig e b; encontrados ?
b) Quais as unidades de medidabge b, ?
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¢) Qual a interpretdp pética para os valores dg e b; encontrados ?

d) Qual a estimativa da renda per capta pafagsacom populd@p com mais de 75
anos de: 0.1, 0.5, 2.0, 3.0, 4.5, 5.0, 10.0, 15.0 % ?
e) Quais das estimativas acinisaza@veis?



2 INFERENCIA EM REGRES\0
L INEAR

2.1 Componente Probalstico

Os estimadores deinimos quadrados garantem a minimiaaglo quadrado dos
desvios. Para que possamos utilizar o modelo ajustado dentro de um contexto
estatstico & necesario incorporar ao nosso modelo egtito geral:

DADOS = MODELO + ERRO
um componente probakstico. Com base nos aspectos proliatilos do modelo,
podemos verificar a qualidade do modelo ajustado emaelags dados originais e
fazer compardies estasticas utilizando o MODELO.

No caso do modelo linear simples
Y, = Bo + 51 X + ¢
0s seus elemento&a definidos como:
Y; & o valor da vafivel resposta para &siMaobservago;
X; & o valor da vaével preditora para &¢imaobservago;
e; € 0 erro aledtrio (n&o explicado) associadoi€SiMapbservago;

Bo e 51 S0 os paimetros a serem estimados (peletado dos quadrados
minimos).

Em termos de componente probadiica dos elementos teremos:

X; € uma varavel matenatica, istoé, conhecidaem erro de medip e sem
efeito aleabrio. Assim o componentg, + 3, X; & determifstico, istog, sem
efeito aleabrio.

€; € uma varvel aleabria com as seguintes caradsticas:

0S¢; sao multuamente independententes;
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possuem radia zero fi. = 0);
possuem vagincia constantesf);
tém distribui@o Normal.
Esse modelo esfiatico implica que para cada valor da el preditoraX;, a
variavel respostd; tem
e médiaigual a3y + 51 X;;
e variancia constante iguale?;
e distribuicao Normal.
A figura 2.1 apresenta uma represefitagiafica do modelo linear simples que
incorpora os aspectos probasiicos. Note que para cada valor 8g o valor deY;
esperado segundo o0 modelq & Sy + (1 X;) € a nedia de uma distribuép normal

gue possue vanciac?. Note ainda que a vaciac? & constante para todos os
valores dex;.

O modelo deRegresao Linear Simpleg composto ao © pela brmula
Yi =00+ /i Xi+e;

como tamém pelagpressuposigesprobabilsticas que definem o comportamento de
Y; ee;.

2.2 Inferéncia sobre os Paiimetros do Modelo
2.2.1 Propriedades das Estimativas de Quadrados Mimos

Incluindo o componente probalsitico o modelo de regre&s linear simples fica:
Yi = o+ 5Xi+e

ondes %< N(0,0?), istoé, os errosg;) sao independentes érn distribui@o Normal
com nedia 0 (zero) e vadincia constante?.

A importancia das pressupo8gs sobre o comportamento dos erros no modelo linear
€ permitir a deduio de propriedades edtticas da estimativas de quadrados
minimos. No modelo com erros normais as estimativas de quadrddoaasb, € by
terdo ambas distribu&p Normal. De fato, pode ser provado que:

bO ~ N <ﬂ0 ) 02
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Figura 2.1: Representag géafica do modelo estatico linear simples.
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o Wl | m)

Note queo? se refer a vagincia dos erros e para encontrarmos aswaras de, e b;
precisamos estimar>. O melhor forma de estimar a varicia do erre utilizando a
variancia dos reésluos, portanto, a estimativa e é:
>e?  SQR
e;  SQ

= =QMR
n—2 n—2 @

onden & o rumero de observées e M R € chamado de “Quadradoédio dos
Resduos”. ASQR é divida pelos graus de liberdade- 2, onde o fimero de
observadesn é reduzido em 2, pois dois [ganetros foram estimadogy e 51).

As variancias das estimativas dos @aetros 8o encontradas, portanto, pelas
formulas:

1 X’ 1 X
QMR _ QMR

82{b1} - —

2.2.2 Testes de Hipteses

Para testarmos hiypeses sobre estes paretros do modelo de regréasspodemos
utilizar o testet de Student. Uma hfdese frequentemente testddse o valor do
paametroé igual a zero. A notdp estdstica para testar tal hipese no caso dos
paametros do modelo de regraésdinear simpleg:

Hipbtese Nula Hy: 58, =0 Hy:6,=0
Hipbtese Alternativa  H, : By # 0 H,:8:#0

No caso deg3, (intercepto), a hiptese nula implica que o modelo de regéessde
fato

Y, = pBiXi+e

isto &, a linha de regre@s passa pela orige(X = 0,Y = 0). Tal hipbtese tem
poucas implica@es paticas.

Ja no caso do pametro da inclinago (3;), a hipbtese nula implica no modelo

Y, = fBo+e;
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0 que significa queao existe rela&o linear entreX eY’, pois 0 modelo mais
adequad@& uma constanted(). Testar esta hifiteseé uma das maneiras de verificar
se 0 modelo ajustadaconfavel.

Para utilizar o testede Student, basta utilizar a es$stica:

ty = (bo —0)/s{bo} 1= (b1 —0)/s{bs1}

Os valores desta eststica devem ser comparados com os valores tabeladodea
o nivel de signifi@nciax o valor tabelad@ ¢(1 — «/2; n — 2), onden & o rimero de
observages. A regra de ded@s fica:

o selt*| > t(1 — a/2;n — 2) = rejeita-seH e aceita-sdd,;

o selt*| < t(l — a/2;n — 2) = rejeita-seH,, e aceita-séd.

2.2.3 Intervalo de Confianca

De modo aalogo ao teste de hiyeses, Intervalos de Confianca podem ser
construidos para as estimativas doshpaetros. Os Intervalos de Confianca de
(1 — «)100% parag, e 3, sao:

bo £t(1 —a/2;n —2)s{by}
by £t(1 —a/2;n—2)s{b}



Inferéncia em Regressao Linear 41

. . . = . Exemplo:

Para realizarmos a inféncia sobre os pametros necessitamos do modelo: Relacéo
Altura-Diametro
em Arvores de
Eucalyptus grandis

hn = 3.9688 + 1.1643 (dy,)

ondeh,, € a altura a ser estimadalg & o dametro medido, e de algumas grandesas Inferéncia
relativas aos dados: sobre os

_ Parametros
n =213 X = 13.37822

S(X; — X)2 =13034.01 QMR =5.84

Assim temos os erros pdilrs das estimativas dos paretros ficam:

1 (13.37822)2
= . 4 —_— — = . 2
s{bo} \/58 {213+ 13034.01 ] 0.3280
5.84
= /—="_ —[0.0212
s{bn} 03101

Teste de hipteses em relago a by (o = 0.05):

Hy: By =0 t* = 3.9688,0.3280 = 121.000
Hy:fBo#0 t(1— o/2;n — 2) = £(0.975;211) = 1.971

DECISAO: como|t*| > t(1 — a/2;n — 2) rejeita-seH.
Teste de hipbteses em relago a b; (« = 0.05):
{ Hy: 31 =0 { t* = 1.1643/0.0212 = 54.920
Hy:B1#0 t(1 —a/2;n —2) = £(0.975;211) = 1.971
DEcISA0: comolt*| > t(1 — a/2;n — 2) rejeita-seH,.
Intervalo de Confianca de 95%:

bo £ t(1—a/2n —2)s{by} = 3.9688 = (1.971)(0.3280)
= 3.9688 + 0.6465

by +t(1 —a/2n —2)s{by} = 1.1643 + (1.971)(0.0212)
= 1.1643 £ 0.0418
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2.3 \Verificando a Adequaéo do Modelo Linear

Como o modelo linear simplésmais do que uma simpleSrmula e incorpora
pressuposi@es probabilsticas & necesario saber se tais pressupd@ss §o razé@veis
para os DADOS que dispomos para ajustar o modelo. Péetodo de quadrados
minimos, obtemos estimativas dos @aetross, e 8; do modelo. Sabemos que tais
estimativas minimizam a Soma de Quadrado dosdres:

n n n

2 T \2 2
SQR = D ()= (Vi-Y)?=) (Yi—by— b X))
=1 i=1 =1
Como os relsluose; sao os nossos melhores representantes dossrdsvemos
agora verificar se eleén o comportamento que o modelo linear afirma que os erros
devem ter. Podemos enumerar as pressupesig¢o modelo linear simples como:

Pressuposifes do Modelo Linear Simples

1. Arela@o entreX eY € linear e o termos dos erras) é aditivo.

2. O rimero de observaegs () € maior que o amero de pa&metros a serem
estimadosy).

3. Avariavel preditora ;) &€ rao-estoasticas.
4. Os errog; sao aleabrios e independentesda correlacionados).
5. Os errog; tém varancia constante-£) em rela@o ao modelo.

6. Os errog; tém distribui@o Normal com com kdia zero.

As pressuposiies (2) a (4) o assumidas como verdadeiras na maioria dos modelos
biométricos florestais e, em gerafsverificadas somente em sitbag especiais.

Para a maioria dos dados obtidos em mengarélorestal, estas pressup@se §0
razcaveis. Na patica, mais aterfip &€ dadaas pressuposies (1), (5) e (6), pois elas
acarretam implicaies €rias sobre o modelo linear caso seja violadas.

2.3.1 Relaéo Linear e Variancia Constante

Para se verificar a pressup@sigde que a rel@p entreX eY € linear e de que a
variancia do err@ constante (pressupo8es 1 e 5), utiliza-se um gfico de dispeio
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(1) (2)

e ) e 4)

Figura 2.2: Gaficos de dispeé® dos refsluos: (1) padio apropriado, (2) reld@p rao-
linear entreX e Y, (3) varancia crescente co, (4) rela@o rao-linear entreX e
Y.

doredduo ; =Y; — )A/Z-) contra os valores estimados pelo modéArg).(A figura 2.2
apresentaarios gafico de dispe@o onde os réduos tem diferentes
comportamentos. O comportamento ideal (figura 2.2) se resume em:

a) os regluos se distribuem ao longo de todo o eixo

b) a distribui@o tem a forma de uma “faixa” centrada na linha dédes igual a
zero, com igual amplitude para valores positivos e valores negativos;

c) alargura desta “faixag constante (vaiincia constante).

Qualquer padio de dispe@o diferente pode implicar em que a pressuiusie
variancia constanteao seja alida.
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Grafico Quantil-Quantil p/ Normalidade

Quantis dos \
Residuos

Residuos
em ordem

\ / Gir

jésima o ps. <6

=

. Quantis da Normal
OA : Padronizada
i- 75
Z[z] - \/QMR‘l (n + 0. 25)]

Figura 2.3: Gafico Quantil-Quantil dos réguos para verificar a normalidade dos da-
dos.

2.3.2 Normalidade dos Erros

A pressuposigo de normalidade dos erros (pressupsig) pode ser verificada por
teste de ajustamento de distribiigs (como o teste de Qui-Quadrado ou
Komolgorov-Smirnov). Para se efetuar estes testes os dadassgeral agrupados
em classes o que pode gerar perda de infoamagma aalise mais visual dos dados
& muitas @zes mais informativa e neste caso se constroe afitgrQuantil-Quantil
(grafico QQ). Num gafico QQ, os quantismpgricos da varavel sendo estudadas
comparados com os quantis de uma distridaiestdstica qualquer, no nosso caso a
distribuicdo normal. A figura 2.3 mostra como se constore uaiigy QQ no caso da
distribuicdo Normal. Note que os pontos d@fjco esko posicionados ao longo de
uma reta. Esté comportamento esperado para uméass com distribuigo Normal
guando os quantis dos fdeosé plotado contra os quantis da distrihogNormal
padronizada.

A figura 2.4 mostra como a distribd@ig dos reluos pode desviar-se da distrilig
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e A
[i] .
Cauda positiva longa @

Truncada na
direcdo positiva

Truncada na
direcdo negativa

@ Cauda negativa longa

Zij

Figura 2.4: Desvios da Normalidade mostrados nafign Quantil-Quantil dos
redduos.

Normal. De modo geral, pequenos desvios da reta na cauda da digiilioc

aceifiveis. & desvios no centro dos dados indicam forte desvio da normaliéiade.
importante lembrar que o tamanho da amostéen@ro de pontos no gfico)

influencia o julgamento. Para grandes amostras, pequenos desvios da reta podem ser
considerados importantes.
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Relacéo
Altura-Diametro
em Arvores de
Eucalyptus grandis

Adequacao
do Ajuste
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Para verificarmos se o moddédadequado ao dados devemos verficar se as
pressuposiges da regreé® linear podem ser aceitas.

O gréafico de dispeio dos resluos, mostra que a rekag linearé uma pressuposiQ
aceifivel, mas provavelmente a vancia 1&oé constante.
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Valor Estimado

Ja o giafico QQ aponta para normalidade dosdaass, embora com uma certa
assimetria direita. Olnico problema que o modelo parecem apresénéan relago
a varancia rdo ser constante.

Quantis dos Residuos

Quantis da Var. Normal Padronizada
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2.4 Exerdcios

2.4.1 Utilizando os dados de DAP e volume @ervores deéE. grandis nos
exerdcios do caftulo anterior (pag. 32). Ajuste o modelo linear simples tomando
considerando dois modelos dendé&tncos:

Modelo Dendromeétrico 1: Y; = VOLUME e X; = DAP.

Modelo Dendrométrico 2: Y; = In(vOLUME) e X; = In(DAP).

Para cada modelo, realize as seguintésises:

a) Utilize graficos para verificar as como cada modelo se comporta endioglag
pressuposites do modelo de regrésslinear simples. Estabeleca suas
conclu®es de modo claro e conciso.

b) Teste a hiptese de que o valor dos panetros de cada modeddgual a zero.
Interprete os seus resultados.

¢) Construa Intervalos de Confianca de 95% relativos adspetros de todos os
modelos ajustados. Interprete os seus resultados.

2.4.2 Utilizando os dados demagficos de diversos paises, apresentados nos
exerdcios do caftulo anterior (pag. 33), ajuste os modelos abaixo por regoess
linear:

Modelo 1: Y; = RENDA e X; = POPF/5.

Modelo 2: Y; = In(RENDA) e X; = In(POF75).

Para cada modelo, realize as seguintégises:

a) Utilize giéficos para verificar as como cada modelo se comporta endioglac
pressuposiges do modelo de regrésslinear simples. Estabeleca suas
conclu®es de modo claro e conciso.

b) Teste a hiptese de que o valor dos panetros de cada modeddgual a zero.
Interprete os seus resultados.

¢) Construa Intervalos de Confianca de 95% relativos a@spetros de todos os
modelos ajustados. Interprete os seus resultados.

2.5 \Verificando o Ajuste do Modelo

Uma vez que temos certeza que as pressupesigo modelo linear foram
adequadamente alcancadas podemderdrificar se o0 modelo construido possui a
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qualidade neceésia para ser utilizado. “Qualidade” nesse caso significa que os
valores observado&e razoavelmente estimados pelo modelo. Ao éviatida
verificag@o das pressuposies, nesse caso costuma-se se utilizdices e testes
estatsticos para definir se 0 modelo representa bem os dados.

2.5.1 Coeficiente de Determinago

O primeiroindice utilizadcé oCoeficiente de Determinag:

R? — (Sxy)?/Sxx _ SQM . SQR
B Syy - SQT SQT

onde:

SQT = Syy =Y, Y2 — (X, Y;)?/n &aSoma de Quadrados Total, ou a
variabilidade total da vasivel respostay();

SQM = (Sxy)?/Sxx €aSoma de Quadrados do Modelo, ista
variabilidade da vaavel resposta que o modelo linear consegue explicar.

A SQT representa a variabilidade total dos dados, enquaft9d é a variabilidade
explicada pelo modelo linear. &2, portanto, representa a propaogda variabilidade
total queé explicada pelo modelo, consequentemedits: R? < 1. Quanto mais
proximo de 1 estiveR?, melhor a qualidade do ajuste.

Exemplo:

Relacao As grandezas necestas ao alculo do Coeficiente de Determirdagsio:

Altura-Diametro

Em Alrvotres de i S(Y; — V)2 = 18899.32 S(X; —7)% = 13034.01
ucalyptus grandis SV = YV)(X; — 7)) = 15174.91

Coeficiente de

Determinacio As somas de quadrados e produtos e o coeficiente de deteamifieegm:

SQT = 18899.32
(15174.91)2

SQM = 1303401 — 17667.46
17667.46

2=1-—"—=0934

R 18899.32 0-9348

Este valor indica que apesar de existir uma forte Bedantre a altura total e o DAP
dasarvoresE. grandis e o modelo ajustado explica apenas 93% da vaoiac
observada nas alturas dawores. Trata-se, portanto, de um bom modelo para se
estimar a altura daarvores.
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Sabemos que quanto mairimo de 1, melhor @22 do modelo. No entanto, o qée
estar poximo de 1? Para relées hipsoratricas em florestas plantadasomum
trabalharmos coni? maiores do que 0.90, assim valores abaixo digm$o0
considerados bons. Mas em outras r@észdendror@tricas e florestais modelos com
R? menores que 0.90 podem ser considerados bons dada a complexidade das
variaveis envolvidas. Em quase toadas as stteadlorestais evitamos utilizar
modelos cujo coeficiente de determidagseja inferior a 0.50, pois a qualidade das
estimativas se torna seriamente questiah.

2.5.2 Anilise de Varidancia do Modelo

Outra forma de se testar um modelo linear ajustadtraes do testd”, o qualé
obtido na forma de uma tabela deatise de va@ncia. Nesse caso a \ancia totake
sub-dividida em duas partes uma explicada pelo modelo e a didrexplicada
(redduo). O testd’ &€ uma compar&p dessas duas varicias. A tabela de afise de
varianciaé construida da seguinte maneira:

Fonte de  Graus de Soma de Quadrado Teste
Variagago Liberdade  Quadrados adio F

Modelo p—1 SQM QMM =SQM/(p—1) QMM/QMR
Resduo n-—p SQR=8SQT —SQM QMR = SQR/(n—p)

Total n—1 sSQT

A hip6tese nula formal sendo testada nalese de vaénciaé a seguinte:
Hoiﬂozﬁﬁzon:ﬁpzo
Ela é testada contra a seguinte dtipse alternativa:
H, : 5; #0, parapelo menos dos ganetros do modelo

Sob H,, istoé, caso a hiptese nula seja verdadeira, a dstata:

QMM

QMR
tem distribui@o F' com graus de liberdade— 1 para o numerador() en — p para o
denominadoris).

Para considerarmos o modelo como tendo um bom ajuste devemos rejeitateadip
nula. A hipbtese nulé rejeitada aoivel o de probabilidade (em geral= 0.05 ou



Exemplo:

Relacao
Altura-Diametro
em Arvores de
Eucalyptus grandis

Analise de
Variancia

50 Analise de Regressao

5% de probabilidade) quando a estita calculad& maior ou igual ao valor

F[l—a;m:p—l;uz:n—P]

da distribui@o deF’ encontrado em tabelas e§séitas.

O modelo ajustado tar&éin deve ser testado em termos das estimativas dos

patametros do modelo. Caso o modelo proposto seja de fato apropriado para os dados,
as estimativas dos giametros devem ser edticamente diferentes de zero. I1€s0

testado verificando se os Intervalos de Confianca construidos para as estimativas dos
paametros incluem o valor zero. Se o intervalo de confianga de uma das estimativas
abranger o zero, a estimativampode ser considerada estatisticamente diferente de
zero, sugerindo que o modelo apropriado deve ser diferente do modelo ajustado.

Para construirmos a tabela deédfise de va@ncia partimos praticamente das mesnias
somas de quadrados que utilizamos calcul&?p

SQT = 18899.32

(15174.91)2
SQM L = 17667.46
@ 13034.01

SQR = SQT — SQM = 18899.32 — 17667.46 = 1231.86

Com estes valores constmps a tabela de afise de va@ncia:

Fontede Grausde Soma de Quadrado Teste F
Variaggdo Liberdade Quadrados é&dio

Modelo 2—-1=1 17667.46  17667.46 17667.46 _ 3026.18

5.8382

Redduo 213 -—2=211 1231.86 123186 — 58382

Total 213 -1=212 18899.32

O valor deF’ encontrad@ de 3026.18, que se mostra muito superior ao valtcar
para o fivel de probabilidade de 5% (= 0.05):

F[]_,a F[0~95;M1:1§M2:211] == 3885908

sur=p—1lip2=n—p]

e, portanto, rejeitamos a lifese nula. Concluimos que pelo teste F, existe uma forte
relag@o entre a altura e o DAP e o0 modelo linear simgleapaz de representar estT
relag@o.
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2.6 Exerdcios

2.6.1 Utilizando os dados de DAP e volume @rvores deéE. grandis nos
exerdcios do caftulo anterior (pag. 32). Ajuste o modelo linear simples tomando
considerando dois modelos dendé&tncos:

Modelo Dendrométrico 1: Y; = VOLUME e X; = textscdap.

Modelo Dendrométrico 2: Y; = In(VOLUME) e X; = In(textscdap).

Para cada modelo, verifique a qualidade do ajuste&@trde coeficiente de
determinago e a aflise de va@ncia.

2.6.2 Utilizando os dados demagficos de diversos paises, apresentados nos
exerdcios do caftulo anterior (pag. 33), ajuste os modelos abaixo por regoess
linear:

Modelo 1: Y; = RENDA e X; = POP/5.

Modelo 2: Y; = In(RENDA) e X; = In(POF75).

Para cada modelo, verifique a qualidade do ajuste&@trde coeficiente de
determinago e a aflise de va@ncia.



3 REGRESS0 LINEAR PONDERADA

3.1 Quadrados Minimos Ponderados

Os estimadores de Quadradosimos §0 encontrados, minimizandduncao de
perda:

Q=Y (Yi—po— X"

=1

Mas frequentementetio desejamos dar o mesmo peso a todas as ob8esvac

A titulo de ilustra@o, considere o exemplo onde os dadisf®rmados por um
conjuntos de radias deY” para cadaivel de X, mas o fimero de observags para
cada nédia o0 diferentes:

YA

o
ow
o«
@
[ Y
oo

P
® .

\/
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Neste cascé mais apropriado minimizar a fuag de perda:

Qu = sz(Yz — Bo — 51Xi)2
i=1
ondew; & o peso de cada obserGags. No exemplo acima temos:
wy = b, we =4, w3 = 2,wy = d, w5 = 3, wg = 8, wy =3, wg =9.

A minimizagao de@,, com respeito @, e 3; produz as seguintes Equss Normais:

Z w; X;Y; = by Zwixi + by Z wi X}

cuja a solugoé:

2o wilXY; — [0 wiXi) (Do wiYi)/n]

b =
' S wiX? = [ wiX;)?/n]
YowY; YwiX;
by = —b
> wi 2w
Note que sev; = 1(i = 1,...,n), estes estimadores se tornam identicos aos

estimadores sem ponde&ag

3.2 Contexto de Aplica@o

Mas em que contexte interessante ponderar ? Quando aarania dos errosaoé
constante. Um caso muito comumaraa florestaé o do volume ou biomassa de uma
arvore individualmenteE natural gue o volume ou biomassaateores com grande
diametro e altura seja mais vavel que o volume ou biomassa @®ores pequenas.
Uma mesma varid@p percentual no fator de forma ou na densidade reauitama

vaior varia@o em metrosiicos ou kilogramas nasvores grandes. O resultado

gue o gafico do volume ou biomassa como el respostal() em fungo do
diametro ou alturaX) tende a ter o seguinte aspecto:

O grafico acima sugere que podemos ter maior confianca nos valoképedea
pequenos valores dE;, pois a variabilidadé menor. Como a vancia deY; cresce
de acordo conX;, podemos supor que a cadael i de X teremos uma vadinciao?.
Para dar maior impdiihciaas observaies que&m menor vaéncia, podemos utilizar
COmO peso 0 inverso das vanciaso?:

w; =

Q)=
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X

Em geral, as va@inciass? ndo €0 conhecidas, mas, como @fjco sugere, elagie
frequentemente proporcionais ao valorXig Se isto ocorrer, podemos utilizar os
valores deX; como peso:

a?ocxf:afzkxf;xwi:ﬁ

2

pois a constantg se@ eliminada das Equaes Normais. Num contexto mais
gereérico podemaos assumir que:

U?mX[néafszﬁéwi:X["L
ondem = —5,...,0,...,+5.
3.3 Quadrados Minimos Ponderados atraes de
Transformacéao
Utilizar o Método dos QuadradosiMmos Ponderados para ajustar um dado modelo
€ equivalente a usar o&fibdo dos Quadradosikimos réo ponderados para ajustar

um modelo transformado do modelo original. Suponhamos que 0 nosso modelo seja

Yi =00+ 51 Xi+¢ e~ N(0,0°X™);m #0
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0 que implica que a vancia rdoé constante, masproporciona &;
COMO Pesos:

02 = kX" = w; = —

m’
%

a fungo de perda fica:

Qu = Zwi(Yi*ﬁo*@Xi)z
=1
n 1
Quw = —— (Vi — Bo — A1 Xi)?
=1 i
" [V 1 X\’
Qu = —= — B — B
v ; Xz L X:n/Q Xim,/Q

Portanto, a regre@s ponderadé equivalente a ajustar o modelo

Y; _ 1 X; €;
Xm/2 - ﬁOXfm/2 +61 Xm/2 + Xm/2
v/ = B5+8ix!+e]

gue rao possui o problema de varicia o homo@nea, pois

m i
EiNN(O,O'2XZ- ) gzzw'\/N(o,Uj)

%

=

Importante:

. Utilizando

e Quadrados fimimos ponderados implica numa transfordaga escala da

variavel resposta.

e Para se corrigir a& homogeneidade da vaniciaé frequentemente necés®

testar diversos valores de (w; = X, ™), para se encontrar o peso que de fato

homogeniza as varicias.

3.4 indice de Furnival

Sempre que realizamos a transfor@agda varvel resposta (atré&g de regres®
ponderada ouap), modificamos a escala dositess e, portanto, Q M R de

modelos alternativosao $.0 diretamente compareis.



56 Analise de Regressao

Por exemplo: os seguintes model@s somparados:

1) Y= bo + b1 X

2) W(Y)=  by+bIn(X) Transformago logaftimica
(3) (Y/X)=  bo(1/X)+b Peso= (1/X2)

4) (Y/VX)= bo(1/VX)+bVX Peso= (1/X)

O indice de Furnivaé:
-1
1= /)] VoMR

e [Z] & amédia geordtrica deZ:
[Z] = exp (Z In Zi)
n

e f/(Y) & a primeira derivada da transforraagcom respeito .

e Como oindice de Furnivaé uma correo da escala d§ M R, quantomenor o
seu valor,'melhor” o ajuste.

No exemplo acima temos:

1) fY)=Y = f/(Y)=1 = 1=/QMR

(2) f(Y)=1In(Y) = f(Y)=1/Y = I =exp

@) fO)=@F/VX) = ¥)=1/X"? =T=exp

(=22
B 1N =07X) =P =1x = 1—ep (200 vouTR
(

Note que

1/ = exp (ERUZD) o (EZRE)

n
exp (kZan)
n

Importante: o indice de Furnivaé uma corrego doQ M R para as situdies onde a
variavel resposta foi transformada. Portanto, quanto menor o valodit®e, menor o
QM R e, consequentemente, melhor o ajuste.

/24"
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3.5 Exerdcios

3.5.1 Utilizando os dados do arquivo

g: \geral \Icf410 \exemplos \biomassa.dat construa uma equag para
biomassa do troncodaséarvores dee. salignaem fun@o da vaivel combinada
DAP?H, segundo o modelo:

Yi = po+BXi+e;

Encontre o melhor peso para a regéesponderada utilizando oafico de dispeio
dos regduos e dndice de Furnival.

3.5.2 Referia-se ao exeiwio 1.1. Encontre dndice de Furnival para cada um dos
modelos. Qual dos modelos apresente o melhor ajuste de acordo candaste

3.5.3 Referia-se ao exeiwio 1.3 Encontre dndice de Furnival para cada um dos
modelos. Qual dos modelos apresente o melhor ajuste de acordo candaste



4 MATRIZES EREGRES®\0 LINEAR

4.1 Regresao Linear Simples por Matrizes

Embora o modelo linear simples possa ser ajustado palasifas vistas

anteriormente, quando utilizamos duas ou maisavais preditoras (modelos lineares
multiplos) as brmulas se tornam muito complicadas. Nestes casos, a abordagem mais
praticaé utilizar a algebra de matrizes. Iniciamos apresentando como as malizes s
utilizadas nos modelos lineares simples para depois apresentarmos a suaatilizac

nos modelos linearesittiplos.

4.1.1 Representago do Modelo Linear Simples em Matrizes

Como foi visto, 0 modelo linear simplés
Yi = Bo+BiXi+e;

ondeg; u N(0,02). Note que o subscritbindica que a equa@p acima se repete para
1 =1,2,...,n. O modelo, portanto, pode ser escrito como um sistema de &egiac
da forma:

Yi = Bo+BiXi+e
Yo = Bo+B1Xs+e2
Yn = 50+61Xn+5n

A algebra de matrizes particularmente indicada para expressar sistemas deGeguac
lineares, poi€ mais compacta. O sistema acima pode ser representado pelas seguintes
matrizes:
Yi 1 X3 €1
Y, 1 X, €1
5 L [ g? } i
Y, 1Y, €n
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Em nota@o matricial, este sisten&aexpresso simplismente como

Y =
(nx1)

onde

X

B8 +

Y € o vetor das observaes da vadvel resposta.

€

(nx2) (2x1) (nx1)

X & chamada dmatrix de delinearmentetem na primeira coluna some o

nimero 1 e na segunda os valores daaaei preditoraX .

3 € o vetor dos p&metros [, € 51).

€ & dos erros.

4.1.2 Exemplo: Relaéo DAP-Altura em E. grandis

Utilizando o nosso exemplo da refa;; DAP-altura enfe.grandis esta brmula para
cadaarvore formaria o0 seguinte sistema:

h;

27
26
30
13
28
31
23
29
28
32
24
26
28
16
27
28

Bo + Brdi + €

Bo+ 81 18.1 + &1
Bo + By 13.7 + &9
Bo + B1 15.6 + 3
Bo+ B15.7+e4
Bo+ ($115.0+¢e5
Bo + 5121.0 + &g
Bo + 1121 + &7
By + 1 16.6 + e
Bo + ($114.3 + &9
Bo + 5118.8+ €19
Bo+ P113.7+en
Bo + $115.6 + €12
Bo+ B118.1 + €13
Bo+ 18.6 +¢€14
Bo + P112.7 + €15
Bo + £120.7 + €16
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21 = Bo+p120.7+ 17
27 ﬁo —|—ﬁ1 12.7+€18

Este sistema de 18 equiss, cada uma representando umaore pode ser
representado matricialmente da seguinte maneira:

27 1 181 ] €1
26 1 13.7 D)
30 1 15.6 €3
13 1 5.7 €4
28 1 15.0 €5
31 1 21.0 g6
23 1 121 7
29 1 16.6 €8
28 1 14.3 ﬁo &9
32 o 1 18.8 x [ 51 :| + €10
24 1 13.7 €11
26 1 15.6 €12
28 1 18.1 €13
16 1 8.6 €14
27 1 127 €15
28 1 20.7 €16
21 1 20.7 €17
L 27 i L 1 12.7 1 L €18 i
Y = X X B + €

onde

Y é ovetor colunacom as alturas;

X & a matrix com a primeira coluna preenchida com o valor 1, e a segunda com

os valores dos DAPS;
(3 € o vetor coluna com os fEnetros do modelo; e

€ € o0 vetor coluna com os erros.
4.1.3 Meétodo dos Quadrados Mnimos
Vimos que as estimativas dos paretros do modeld@&® encontradas minimizando a

Soma do Quadrado dos Résos (SQR). Esta sol&g corresponde a resolver o
sistema de Equégs Normais qué expresso por:

b0n+b1ZXi = ZYi



Matrizes e Regressao Linear 61

by Xithy X7 = Y VX

O sistema de Equaes Normais tarmréim pode ser organizado nas matrizes

n Z X; bo _ Z Y;
XX XX ] [ XYX ]
Na linguagem matricial, o sistema de Eq@egs Normai€ compactamente
representado por:
X'Xb = X'Y.

Demonstremos que as matriz&$ X e X'Y, de fato representam as soimés
presentes nas Equigs Normais:

1 X,
1 X .
, 11 1 .1 1 X XX
X'X X 3 =
X, Xo X3 ... X, L SX Y X2
1 X,
v,
Ys Y
1 1 .1
X/Y = X Y =
[Xl X X3 ... Xn} ? S XY,
Ya

As estimativas de quadrado$nimos dos coeficientes de regi@ssao obtidas
solucionando o sistema de Eqoiag Normais.

[X'X]b = X'Y
[X'X]"UX'X]b = [X'X]"'X'Y
Ib = [X'X]7'X'Y
b = [X'X]7X'Y

Demonstremos que esta sdagmatriciale a mesmaj obtida para os valores dge
by:

vix (DIP.€ U 1 XP XX
YXi Y X7 e | _nZXiZ_(ZXi)QX -2 X n
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Note que
nZXf - (ZXi)2 = n {ZXR - (ZXz)z/”} =nSxx

O produto das matrizes

Y;
X'y = >
| DX
[ Y X7/nSxx - Xi/nSxx SY;
(X'X]71X'Y = X
L _ZXi/nSXX n/nSXX ZXJ/%

0 que resulta em
[CXZYYi - X X 3 XY /nSxx ,
[X/X]—IXIY = — b= |: 0 :|
nY X.Y;—> X;> Y] /nSxx
Desenvolvendo as exprées para cada estimativa temos:

ny XiVi—=3 Xi) Vi n[p XiVi—(Q Xi) Yi)/n] nSxy _ Sxv

b — —
! nSxx nSxx nSxx  Sxx
by — XYY - Y Xi Y XY
0 a TLSXX
XYY =YXy XY+ (X)) Y Y /n— (X X)2 Y Yi/n
B nSxx
_ XY [EX? - (CX)?/n] - Y X [ XY - 3 X 3V /n]
nSxx
_ 2 YilSxx] =2 Xi[Sxv]
nSxx
_ SXXZYiiSXYZXi:ZYiiblinzvibly
SXX n SXX n n n

4.1.4 Exemplo: Relaéo DAP-Altura em E. grandis

No exemplo da reld&p hipsongtrica deE. grandis temos as seguintes matrizes:

18 273.70
273.70 4449.23

[ 4449.23/5174.45 —273.70/5174.45 ]

xx] = |

X/ X] "

—273.70/5174.45 18/5174.45
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464
XY =
| 7298.6
[ 4449.23/5174.45 —273.70/5174.45 464
_ _ y
[(X'X]"1X'Y
| —273.70/5174.45  18/5174.45 7298.6
12.9115
b = [X'X]7IX'Y =
0.8461

Assim, vemos que pobfmula e por matrizes obtemos as mesmas estimativas de
guadrados fimimos para os pametros do modelo (as diferenc@® slevido aos
problemas de arredondamento). A algebra matricial, no entam@mn tem notao
bem mais compacta e conveniente. As opgeagrabalhosas de invarse
multiplicagdo de matrizes podem ser programadas para serem realizadas por
computadores.

4.2 Um Modelo de Regresdo Linear M Ultipla

Vejamos agora um modelo linearitipla com duas vaaveis preditoras:

Yi = Bo+5iXa+ BeXio+ei
Novamente este modelo representa um sistema de &@egiac
i = Bo+iXu + BeXieter
Yo = Bo+ X+ B2Xo2 + &2
Yo = Bo+ 51X+ B2eXn2+én

0 qual pode ser organizado nas matrizes:

Y; 1 X1 Xpo €1
Y, 1 X1 Xo Bo €2
: = ) ) ) G|+ .
: : : : Bo :
Yn 1 an Xn2 En

Este sistema pode convenientemente ser representado pela mesiaa mattigial
anterior, alterando-se apenas a dind&nda matrixX e do vetors:

Y = X B + €
(nx1) (nx3) (3x1) (nx1)
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As estimativas de quadrado$nimos para os pametros3,, 3, e 82 sao obtidas
solucionando o sistema de Eqbag Normais

X’'X b = X'Y

(3x3) (3x1) (3x1)

o qual difere do caso da regrasdinear simples apenas pela dinimslas matrizes
envolvidas. A solugo que gera as estimativas de quadradosmos, no entanto,
permanece a mesma

b = [X'X]7X'Y

4.2.1 Exemplo: Relaéo DAP-Altura em E. grandis

No exemplo deéE. grandisesse modelo poderia representar a seguintedelac
hipsongtrica, por exemplo:

hi = Bo+ fid; + Bods + ¢

A diferenca est na forma da matriX (matrix de delineamento) e do vet8r

18.1 327.61 T
13.7 187.69
15.6  243.36
5.7 32.49
15.0 225.00
21.0  441.00
12.1  146.41
16.6 275.56
14.3  204.49 Bo
18.8 353.44 B= l ]
13.7 187.69

15.6  243.36
18.1 327.61
8.6  73.96
12.7  161.29
20.7 428.49
20.7  428.49
12.7 161.29

e e e e e

As operades matriciais resultam nas seguintes matrizes:

18.00 273.70 4449.23
X'X = 273.70  4449.23 75803.26
4449.23 75803.26 1338533.04

. 5.25210087 —0.729957035 0.0238808569

(X'X] " = | —0.72995703  0.107847269 —0.0036812147
0.02388086 —0.003681215  0.0001298411

464.0

Xy = 7298.6

| 120708.1
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As estimativas de quadrado$nimos para os pametros &o:

5.25210087 —0.729957035  0.0238808569 464.0
b:[X’X]_lX’Y = —0.72995703  0.107847269 —0.0036812147 7298.6
| 0.02388086 —0.003681215  0.0001298411 120708.1

[ —8.0772303

b = 4.0816544

| —0.1141228

e arela@o hipsorgtrica ajustada fica:

ﬁi = —8.0772303 + 4.0816544 d; — 0.1141228 d?

4.3 Modelo Geral de Regresdo Linear M Ultipla

Note que utilizando a algebra matricmmesmo procediment@ara encontrar as
estimativas de quadradodmmos foi utilizado no caso de uma vavel preditoras
(regresao linear simples) e no caso de duasasis preditoras (regrefs linear
multipla). Este procediment® valido para qualquerimmero de vaéveis preditoras.
Assim podemos definir o modelo de regées$inear niultipla como:

Yi = fo+b5Xa+BeXo+. ...+ B-1Xip-1) t&
onde
Y; € a varavel resposta;
Bos B1, B2, - . ., Bp—1 SA0 0sp parametros do modelo;
X1, Xa,...,Xp_1 S20 as va@veis preditorasy(— 1);
e: Y N(0,02) sa0 0s erros.

Este modelo representa um sistema de gbggmque pode ser organizado nas matrizes:

Y1 1 X11 X12 . Xl(p—l) g(l) €1

Y, 1 Xo1 Xao ... Xy 3, N €2

Yll 1 an Xn2 o Xn(p—l) ﬂ . L En
p—

Utilizando a algebra de matrizes, a n@agpermanece compacta e os resultados
obtidos permanecenalidos:

Y X B + €

Modelo: = (% 1) (axp) (x1)  (nx1)
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Equa@es Normais: = X’'Xb=X'Y

Estimativas de Quad. Mimos: = b= [X'X]|"'X'Y

4.4 Exercios

4.4.1 Utilizando os dados apresentados no exiod.1, ajuste os modelos abaixo
utilizando a algebra de matrizes.

Modelo A: hi = Bo + (hd; + €

Modelo B: log(h;) = Bo + (1 log(d;) +&;
1

Modelo C: log(hi) = Bo + ﬁlE +¢g

4.4.2 Utilizando os dados apresentados no ebdodl.1, represente o sistema de
Equa@es Normais (apresentando as matrizesémgas sem soluci@alo) para os
seguintes modelos:

Modelo A: log(hi) = Bo + B1d; + B2log(d;) + ¢;

1
Modelo B: T Bo + Bid; + 52d12 + &

?



5 REGRESSO0 LINEAR MULTIPLA

5.1 Algumas Matrizes Especiais

Algumas matrizes utilizadas no&lculos de quantidades associadaegres3o linear
sa0 matrizes sem ligap direta com os dadosag elas:

Matriz Identidade: & uma matrix quadrada denotada garnde os elementos da
diagonal principal o todosl, e os demais elementoda). Exemplos:

IB><3: IB><5:

OO =

o = O

— o O
OO OO
OO O = O
SO R OO
o= O oo
_ o O OO

Matriz J: & uma matrix: x n (quadrada) onde todos os elemenfsk Exemplos

J3x3 =

— = =
)
—

o
X
o
I
I
=
el
[ T
I

Matriz H: outra matrix especial tem ligag direta com os dados, trata-se da matrix
H. A partir delas muitas quantiad® na regresm definidas, pois ela combina
todas as vaaveis preditoras:

H = X[X'X|'x’

A matrix H nos permite mostrar que os valores estimados por qualquer modelo
de regres®o $0 na verdade combindgs da vaével respostay) e das

variaveis de predi#o. Vejamos: a partir das eq@@s normais podemos
representar os valores esperados pelo modelo de ragress

X'XB3 = X'Y
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b = X'X|'X'Y
Y = Xb
= X[X'X|"'X'Y
- HY

No exemplo da reld@p DAP-altura enfe. grandisa matrix H para o modelo linear
simples fica:

1 18.1 7 1 18.1
1 13.7 1 13.7
1 15.6 1 15.6
1 5.7 1 5.7
1 15.0 1 15.0
1 21.0 1 21.0
1 12.1 1 12.1
1 16.6 4449.23 —15.2056 1 16.6
1 14.3 (18)(287.4694) 287.4694 1 14.3
H = 11 188 |* “l1 188
. —15.2056 1 .
1 13.7 287.4694 287.4694 1 13.7
1 15.6 1 15.6
1 18.1 1 18.1
1 8.6 1 8.6
1 127 1 12.7
1 20.7 1 20.7
1 20.7 1 20.7

1127 1127

5.2 Analise de Variancia

Na regres3o linear niiltipla, a aralise de va@ncia representa um teste geral do ajuste
do modelo aos dados. Se o modelo ajustado

Y, = Bo+b5iXa+BeXo+. ...+ 81 Xip1 +&5,
as hipteses testadas naaise de va@ncia &o:

Ho . ﬂlzﬂgz...:ﬂp_le
H, : nemtodog3, =0 (k=1,2,...,p—1)

A tabela de aalise de vad@ncia da regred®, como foi visto, tem a seguinte forma:
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Fonte de  Graus de Soma de Quadrado Teste
Variagdo Liberdade Quadrados édio F

Modelo p—1 SQM QMM =SQM/(p—1) QMM/QMR
Resduo n—p SQR=S5QT —SQM QMR = SQR/(n—p)

Total n—1 SQT

A partir da soma de quadrados, todos os demais valores podem ser calculados
utilizando as demais informaes da tabela. A©fmulas matriciais para as somas de
quadrado 3o:

e Soma de Quadrados do Reiso:

e = Y-V
SQR = €ee=Y'Y -bX'Y
- Y'(I-H)Y

e Soma de Quadrados do Modelo:

n

)

SQM = vX'Y — <1) Y'JY
A
e Soma de Quadrados Total:
1
SQT = Y'Y — () Y'JY
n
1
vli-(3) 4]
n

O Coeficiente de Determinagé calculado por:

SQR
2 — —
R =1 5
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5.3 Propriedades das Estimativas dos Pametros
5.3.1 \Variancia das Estimativas dos Pametros

Pelo netodo de matrizes, obtem-se inicialmente a matrix dediaia-Cova@ncia
das Estimativas de Quadrado$riinos dos pametros do modelo:

252{170} S{go,bl} .. s{bo,bp_1}
2[5y = s {bl:,bo} s {:bl} s{bl,:bp_l}
2{by_1,bo} s{by_1 b} ... sy}

= QMR[X'X]™

Esta matriz apresenta as @ncias da estimativas dos paretros na diagonal
principal:
s’ {by} = [QMRIX'X]™'],,

sendo que os demais elementos representam a Gnwarientre as estimativas de
diferentes parmetros.

5.3.2 Exemplo: Relaéo DAP-Altura em E. grandis

No exemplo da reld@p DAP-altura enf. grandisa matrix de co-vaéincia das
estimativas dos pametros do modelo linear simples fica:

4449.23 —15.2056
(18)(287.4694)  287.4694 0.8598  —0.0529
s2{b} = (12.8328) =
—15.2056 1
287.4694 287.4694 —0.0529 0.0035

Assim as va@ncias das estimativas dos @aretros 8o:

s*{bg} = 0.8598
s2{by} = 0.0035

enquanto que a co-varicia entré, e by € s{bg, b1} = —0.0529.

5.3.3 Testes de Hiptese Envolvendo os Pametros

Assim como na regreas linear simples, as estimativas de quadradosmos na
regres8o linear nfiltipla ttm a seguinte propriedade:

bk: ~ N(ﬂlm OQ{bk})a
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isto &, as estimativas de cada estimat&a Wistribui@o normal centrada no
paametro sendo estimadgy).

Desta forma, no modelo
Y = [o+ 51X +BXe+ .+ B Xip_1+ &
gue possup — 1 variaveis preditorass posével se testar as hipes:

H() : ﬂk:()
H, : ﬁk#o

ondek =1,2,...,p, utilizando o teste de Student:
b
Vs {bi}

com a regra de de@s (ao fivel « de signifi@ncia):

t* =

e set* > t(1 — §;n — p) rejeitar Ho,

e set* < t(1— §;n— p)naorejeitar Hy.

5.4 Interpretacao da Regresa&o Linear M ttipla

O modelo de regreas linear nilltipla com duas vaéiveis preditoras tem a forma
Yi = Bo+ 51X+ faXio+e;

e a sua interpret@p envolve os seguintes aspectos:

e O modelo representa uptano no espaco tridimencional definido pelos eixos
(Y, X1, Xo).

e Este planc geralmente definido como sugeié de resposta.
e (3 € 0 ponto em gue o plano intercepta o elkdX; = 0 e X5 = 0).

e (3; = altera@o na resposta @dia que resulta da alte@gem uma unidadena
variavel X1, quandoX, permaneceonstante

e (3, = altera@o na resposta @dia que resulta da alte@gem uma unidadena
variavel X5, quandaoX; permaneceonstante
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e MAS em geralX; e X, sdocorrelacionadas(s{ Xy, Xs} # 0), portanto, se
X, varia, X, tambkem vaira.

Logo, a interpretado dos pametrose “artificial”, pois rio possérel X, variar
e X, permanecer constante (e vice-versa).

A interpreta@o para um modelo com— 1 variaveis preditoraé araloga. Sendo o
modelo

Yi = Bo+0i X+ 00X+ ...+ Bp—1Xip—1 + &4,

e a supericie de resposta seumhiperplano, isto&, um “plano” no hiper-espacgo
comp dimen®es.

e 3y = ponto onde o hiperplano intercepta o eiXo-
(X1=0,X2=0,...,X,1 =0).

e (3, = altera@o na resposta @dlia resultante da altei@g emuma unidadeem
Xk, quando todas as demais \eaeis preditoras permanecem constantes.

e Novamente, esta interpretagé “artificial” pois se as vaéiveis resposta
estiverem correlacionadas &@émposé$vel uma delas variar e todas as demais
permanecerem constantes.

5.5 Exerdcios

5.5.1 Utilizando os dados do arquileSA2-PRD.TXT, compare os modelos
abaixo, escolhendo o mais apropriado para representar a altuxavdess
dominantes:

Hiomi: = Po+Bi(L)+e;
Haom: = Bo+Bi(L) + (L) + &
Hiomi = Bo+ Bi(li) + Ba(L;)? + B3(1)? + ¢

Em cada modelo, interprete o significado e a sigaif@a estastica das estimativas
dos coeficientes de regréss

Observag@es:
H jom;; = altura média dasavores dominantes;

I, = idade;
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D; = DAP médio;
G; = area basal.

5.5.2 Utilizando os dados do arquieSA2-PRD.TXT, compare 0os modelos
abaixo, escolhendo o mais apropriado para represeat@azbasal:

Gi = Bo+ L)+ B(L)? +¢
ﬁO + ﬁl (It) + ﬂQHdOTTL;i + €
Gi = PBo+ L)+ PoHaom: + B3D; +¢;

K
!

Em cada modelo, interprete o significado e a sigaifia estastica das estimativas
dos coeficientes de regréss

5.5.3 Utilizando os dados do arquieSA2-PRD.TXT, construa um modelo para
estimar a produ#ip da floresta dE. saligna Inclua no modelo as varveis que vog
julgar mais apropriadas para explicar a prdatuda floresta.

Apobs escolher o modelo mais apropriado, interprete o significado e a sigiaific
estatstica das estimativas dos coeficientes de regoess



